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平成 24年 11月 30日修正 )

要　旨

d次元ユークリッド空間 Rd 上の測度の全体Mは加法および正のスカラー倍に関して，閉じ
ていることはよく知られている．M上では結びと交わりが定義でき，それらに関して，Mは
閉じている．d次元ユークリッド空間上の doubling測度の全体M2 は，加法，正のスカラー倍
および結びに関して，閉じているが，交わりに関して，閉じていない．

キーワード：doubling測度，交わり，quasisymmetric,擬等角写像，絶対連続

1. Rd (d ≥ 1)を d次元ユークリッド空間とする．MでRd 上の測度の全体を記すことにする．

B(x, r)を中心x(∈ Rd),半径r(> 0)をもつ Rd 内の球（の内部）とする．中心や半径が既知の際に

は，略して，Bと記すことにする．B = B(x, r)に対して，B(x, 2r)を 2Bと記すことにする．こ

のとき，

定義 1. µ ∈ Mとする．このとき，ある定数 Cがとれて，すべての球 Bに対して，

µ(2B) ≤ Cµ(B)

がなりたつとき，µは doubling測度といわれる．

Rd 上の doubling測度の全体をM2 と記すことにする．Bを Rd 上の Borel集合の全体とする．

このとき，

定義 2. µ, ν ∈ M, α > 0とする．このとき，

(µ + ν)(E) := µ(E) + ν(E) (E ∈ B),

(αµ)(E) := αµ(E) (E ∈ B).

定理 1. M2 は定義 2で定めた各演算について，閉じている．

定義 3. µ, ν ∈ Mとする．このとき，
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(µ ∨ ν)(E) := sup{µ(F) + ν(E \ F) | F ⊂ Eかつ F ∈ B},

(µ ∧ ν)(E) := inf{µ(F) + ν(E \ F) | F ⊂ Eかつ F ∈ B}.

命題. µ, ν ∈ Mとする．このとき，µ ∨ ν, µ ∧ ν ∈ Mである．

定理 2. M2 は定義 3で定めた演算 ∨について，閉じている．

定理 3. M2 は定義 3で定めた演算 ∧について，閉じていない．

この研究ノートでは，2節で，定理 1の証明を与える．3節で，命題の証明を与える．4節で，

定理 2の証明を与える．5節で，定理 3の証明を与える．

2. この節では，定理 1の証明を与える．µ, ν ∈ M2, α > 0とする．このとき，µ+ νおよび αµ

が Rd 上の測度になることはよく知られている．仮定から，ある 2定数 Cµ, Cν が存在して，す

べての球 Bに対して，

µ(2B) ≤ Cµµ(B), ν(2B) ≤ Cνν(B)

がなりたつ．Cµ+ν := max{Cµ,Cν}とおくと，

(µ + ν)(2B) = µ(2B) + ν(2B) ≤ Cµµ(B) +Cνν(B)

≤ Cµ+ν(µ(B) + ν(B)) = Cµ+ν(µ + ν)(B).

よって，µ + ν ∈ M2.

また，

(αµ)(2B) = αµ(2B) ≤ αCµµ(B) = Cµ(αµ)(B).

よって，αµ ∈ M2.

以上より，定理 1の証明が完成した．

3. この節では，命題の証明を与える．µ, ν ∈ Mとする．

補題 1. µ ∨ ν, µ ∧ νは Rd 上の有限加法測度である．

証明. E j ∈ B ( j = 1, 2)かつ E1 ∩ E2 = ∅とするとき，

(µ ∨ ν)(E1 ∪ E2) = (µ ∨ ν)(E1) + (µ ∨ ν)(E2), (3.1)

(µ ∧ ν)(E1 ∪ E2) = (µ ∧ ν)(E1) + (µ ∧ ν)(E2) (3.2)

を示せば，十分である．(3.2)は (3.1)と同様の論法で示すことができるので，(3.1)のみ示すこ
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とにする．F j = F ∩ E j ( j = 1, 2)とおく．明らかに，F j ⊂ E j ( j = 1, 2), F1 ∪ F2 = F, F1 ∩ F2 = ∅

かつ F j ∈ B ( j = 1, 2)である．

(µ ∨ ν)(E1 ∪ E2)

= sup{µ(F) + ν(E1 ∪ E2 \ F) | F ⊂ E1 ∪ E2 かつ F ∈ B}

= sup{µ(F1 ∪ F2) + ν((E1 \ F) ∪ (E2 \ F)) | F ⊂ E1 ∪ E2 かつ F ∈ B}

= sup{µ(F1) + µ(F2) + ν(E1 \ F) + ν(E2 \ F) | F ⊂ E1 ∪ E2 かつ F ∈ B}

= sup{µ(F1) + µ(F2) + ν(E1 \ F1) + ν(E2 \ F2) | F j ⊂ E j かつ F j ∈ B ( j = 1, 2)}

≤ sup{µ(F′1) + ν(E1 \ F′1) | F′1 ⊂ E1 かつ F′1 ∈ B}

+ sup{µ(F′2) + ν(E2 \ F′2) | F′2 ⊂ E2 かつ F′2 ∈ B}

= (µ ∨ ν)(E1) + (µ ∨ ν)(E2)

よって，

(µ ∨ ν)(E1 ∪ E2) ≤ (µ ∨ ν)(E1) + (µ ∨ ν)(E2) (3.3)

をうる．

µ ∨ νの定義より，任意の正数 εに対して，適当な F j,ε ∈ B ( j = 1, 2)がとれて，

F j,ε ⊂ E j かつ (µ ∨ ν)(E j) ≤ µ(F j,ε) + ν(E j \ F j,ε) + ε/2 ( j = 1, 2)

をみたす．Fε = F1,ε ∪ F2,ε とおくと，Fε ∈ Bかつ Fε ⊂ E1 ∪ E2 である．よって,

(µ ∨ ν)(E1) + (µ ∨ ν)(E2)

≤ µ(F1,ε) + ν(E1 \ F1,ε) + ε/2 + µ(F2,ε) + ν(E2 \ F2,ε) + ε/2

= µ(F1,ε ∪ F2,ε) + ν((E1 \ F1,ε) ∪ (E2 \ F2,ε)) + ε

= µ(Fε) + ν((E1 \ Fε) ∪ (E2 \ Fε)) + ε

= µ(Fε) + ν((E1 ∪ E2) \ Fε) + ε

≤ (µ ∨ ν)(E1 ∪ E2) + ε

εは任意であるので，

(µ ∨ ν)(E1) + (µ ∨ ν)(E2) ≤ (µ ∨ ν)(E1 ∪ E2) (3.4)

をうる．よって，(3.3)および (3.4)により，

(µ ∨ ν)(E1) + (µ ∨ ν)(E2) = (µ ∨ ν)(E1 ∪ E2)
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をうる．

命題の証明. 補題 1より，{E j}∞j=1 ⊂ Bでかつ，i , jのとき，Ei ∩ E j = ∅をみたす {E j}∞j=1 に対

して，

(µ ∨ ν)(∪∞j=1E j) =
∞∑
j=1

(µ ∨ ν)(E j), (3.5)

(µ ∧ ν)(∪∞j=1E j) =
∞∑
j=1

(µ ∧ ν)(E j) (3.6)

を示せば十分である．(3.6)は (3.5)と同様の論法で示すことができるので，(3.5)のみ示すこと

にする．∪∞j=1E j = E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ En ∪
(
∪∞j=n+1E j

)
であるので，補題 1をくりかえし，用いること

により，

(µ ∨ ν)(∪∞j=1E j)

= (µ ∨ ν)(E1) + (µ ∨ ν)(E2) + · · · + (µ ∨ ν)(En) + (µ ∨ ν)(∪∞j=n+1E j)

=

n∑
j=1

(µ ∨ ν)(E j) + (µ ∨ ν)(∪∞j=n+1E j)

(3.7)

をうる．この式から，

(µ ∨ ν)(∪∞j=1E j) ≥
n∑

j=1

(µ ∨ ν)(E j)

をうる．nは任意であるので，

(µ ∨ ν)(∪∞j=1E j) ≥
∞∑
j=1

(µ ∨ ν)(E j) (3.8)

をうる．他方，µ ∨ νの定義より，µ ∨ ν ≤ µ + νがなりたつことに注意すると，任意の正数 εに

対して，ある自然数 n0 がとれて，

µ(∪∞j=n0+1E j) =
∞∑

j=n0+1

µ(E j) ≤ ε/2,

ν(∪∞j=n0+1E j) =
∞∑

j=n0+1

ν(E j) ≤ ε/2

がなりたつことから，

(µ ∨ ν)(∪∞j=n0+1E j) ≤ ε (3.9)

をうる．よって，(3.7)および (3.9)より，

(µ ∨ ν)(∪∞j=1E j) ≤
n0∑
j=1

(µ ∨ ν)(E j) + ε ≤
∞∑
j=1

(µ ∨ ν)(E j) + ε. (3.10)
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(3.10)の εは任意であるので，

(µ ∨ ν)(∪∞j=1E j) ≤
∞∑
j=1

(µ ∨ ν)(E j). (3.11)

(3.8)および(3.11)より，

(µ ∨ ν)(∪∞j=1E j) =
∞∑
j=1

(µ ∨ ν)(E j)

をうる．

4. この節では，定理 2の証明を与える．µ, ν ∈ M2 とする．仮定から，ある 2定数 Cµ, Cν が

存在して，すべての球 Bに対して，

µ(2B) ≤ Cµµ(B), ν(2B) ≤ Cνν(B)

がなりたつ．Cµ∨ν := 2 max{Cµ,Cν}とおく．µ∨νの定義より，µ ≤ µ∨ν, ν ≤ µ∨νおよび µ∨ν ≤ µ+ν

がなりたつことに注意すると，

(µ ∨ ν)(2B) ≤ µ(2B) + ν(2B)

≤ Cµµ(B) +Cνν(B)

≤ max{Cµ,Cν}(µ(B) + ν(B))

≤ max{Cµ,Cν}((µ ∨ ν)(B) + (µ ∨ ν)(B))

= Cµ∨ν(µ ∨ ν)(B)

よって，定理 2は示された．

5. この節では，定理 3の証明を与える．

定義 4. 連続な狭義単調増加関数 f : R→ Rが (k−)quasisymmetricであるとは，異なるすべて

のx, x + t, x − t ∈ Rに対して，

1
k
≤ f (x + t) − f (x)

f (x) − f (x − t)
≤ k

がなりたつことである．

補題 2. f : R → Rが (k−)quasisymmetric同相写像であるとき，dµ = d f は R2 上の doubling測

度である．ここで，d f は狭義単調増加関数 f から誘導された測度とする．
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証明. 球 B := (x − r, x + r)(x ∈ R, r > 0)をとる． f が (k−)quasisymmetricであるので，

µ(2B) = f (x + 2r) − f (x − 2r)

= ( f (x + 2r) − f (x + r)) + ( f (x + r) − f (x − r)) + ( f (x − r) − f (x − 2r))

≤ k( f (x + r) − f (x)) + ( f (x + r) − f (x − r)) + k( f (x) − f (x − r))

= (1 + k)( f (x + r) − f (x − r)) = (1 + k)µ(B)

よって，µは doubling測度である．

定理 T(cf. [3]). 以下の特性 (T)を満たす quasisymmetric同相写像 f : R→ Rが存在する．

(T) ある Borel集合N ⊂ Rがとれて，f (N)および R \ Nの 1次元 Lebesgue測度が 0である．

定義 5. 向き付けを保つ同相写像 F : R2 → R2 が (K−)擬等角であるとは，以下の 3条件を満

足することである．

(1) R上の 1次元 Lebesgue測度に関して，ほとんどすべての y ∈ Rに対して，x 7→ F(x, y)が

絶対連続である．

(2) R上の 1次元 Lebesgue測度に関して，ほとんどすべての x ∈ Rに対して，y 7→ F(x, y)が

絶対連続である．

(3) R2 上の 2次元 Lebesgue測度に関して，ほとんどすべての (x, y) ∈ R2 に対して，

max
θ∈R
|∂θF(x, y)| ≤ K min

θ∈R
|∂θF(x, y)|

がなりたつ．ここで，R2上の 2次元 Lebesgue測度に関して，ほとんどすべての (x, y)に対して，

∂θF(x, y) := e−iθ(∂xF(x, y) cos θ + ∂yF(x, y) sin θ)とおく．

定理 AB(cf. [1]). Hを R2 の上半平面とする．このとき，以下の 2つの条件は同値である．

(1) f : R→ Rを (k−)quasisymmetric同相写像とする．

(2) 同相写像 F : H → H(Hは Hの閉包である)が存在して，F|H : H → H が擬等角写像であ

り，F|R = f をみたす（ここで，F|Rは正確には，F|R×{0}と記すべきであるが，以後，Rは R× {0}

の意味で用いる場合がある）．

定理 4の証明. 以下の議論では，R2 と Cとを同一視することにする． f を定理 Tの特性 (T)

をもつ quasisymmetric同相写像 f : R → Rとし，H を R2 の上半平面とする．定理 ABにより，

同相写像 F : H → Hが存在して，F|H : H → Hが擬等角写像であり，F|R = f をみたす．

ϕ(z) =

 F(z)(z ∈ H)

F(z)(z ∈ R2 \ H)
（zは zの共役複素数である）とおくと，擬等角写像に関する鏡像

原理（cf. [2, p.47]）より，ϕ : R2 → R2 は擬等角写像になる．このとき，ϕ|R = f である．

I := [0, 1]および D := B((1/2, 0), 1/2)とおく．χD を Dの定義関数とする．µϕ := ∂ϕ/∂z
∂ϕ/∂z , µ̃ϕ :=
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µϕχD とおく．擬等角写像の存在定理（cf. [2, V 章]）により， ∂G
∂z = µ̃ϕ

∂G
∂z をみたす擬等角写像

G : R2 → R2が存在する．G(H)は単連結領域であるので，Riemannの写像定理により，G(H)を H

の上に写す等角写像 F1が存在する．Carathéodoryの定理より，F1は ∂G(H)上に連続的拡張をも

つ．この連続的拡張を同じ記号 F1 で記すことにする．F1 : G(H)→ Hは同相写像であることに

注意する．したがって，F1 ◦G : H → Hは同相写像であり，F1 ◦G|H : H → Hは擬等角写像であ

る．よって，定理 ABより，F1 ◦G|RはR上の quasisymmetric同相写像である．dµ = d(F1 ◦G|R),

dν = dmとおく．ここで，d(F1 ◦G|R)は狭義単調増加関数 F1 ◦G|R よって，誘導された R上の

測度のとし，dmは R上の通常の 1次元 Lebesgue測度とする．このとき，補題 2より，dµは

doubling測度であり，dνが doubling測度であることは明らかである．また，dµが I 上で dmに

関して，特異測度であるが，R \ I 上で dmに関して，絶対連続であることがわかる．実際，こ

れをみるために，

ψ(z) =

 F1 ◦G(z) (z ∈ H)

F1 ◦G(z) (z ∈ R2 \ H)
および ϕ1 := ψ ◦G−1 とおく．

擬等角写像に関する鏡像原理より，ψ : R2 → R2は擬等角写像であり，したがって，ϕ1 : R2 → R2

は擬等角写像である．また，ϕ1|G(H) = F1 である．µ̃ϕ|R2\D = 0であるので，Gは R2 \ D上の等角

写像である．したがって，

ψ|H\D = F1 ◦G|H\D : H \ D→ (ψ|H\D)(H \ D)は全射等角写像であり，

ψ(R \ I) = (F1 ◦G)(R \ I) ⊂ Rであるので，ψの定義およびSchwarzの鏡像原理により，ψ|R2\D は

R2 \D上，正則である．よって，ϕ1は R2 \G(D)で，正則である．したがって，ϕ1 ◦G|R = F1 ◦G|R
は R \ I上，解析的であり，dmに関して絶対連続である．dµは R \ I上，dmに関して，絶対連

続である．

Φ := G ◦ ϕ−1 とおく．D上で，µϕ = µG = µΦ◦ϕ =
µϕ+µΦ◦ϕe−2i argϕz

1+µϕµΦ◦ϕe−2i argϕz
であるので，D上，

µϕ(1 + µϕµΦ ◦ ϕe−2i argϕz ) = µϕ + µΦ ◦ ϕe−2i argϕz .

この式を整理すると，D上，|µϕ|2µΦ◦ϕ = µΦ◦ϕ.したがって，|µϕ| < 1に注意すると，D上，µΦ◦ϕ = 0

すなわち，ϕ(D)上，µΦ = 0をうる．よって，Φは ϕ(D)上の等角写像であるので，ϕ1 ◦Φ|ϕ(D∩H)は

ϕ(D∩H)上の等角写像である．ϕ1 ◦Φ = (ψ ◦G−1) ◦ (G ◦ ϕ−1) = ψ ◦ ϕ−1 より，z ∈ R2 \Hに対して，

ϕ1 ◦ Φ(z) = ψ ◦ ϕ−1(z) = ψ(ϕ−1(z)) = ψ(ϕ−1(z))

= ψ(ϕ−1(z)) = ψ(ϕ−1(z)) = ϕ1 ◦ Φ(z)

であり，ϕ1 ◦Φ(ϕ(I)) = (ψ◦ϕ−1)(ϕ(I)) = ψ(I) ⊂ Rに注意すると，Schwarzの鏡像原理により，ϕ1 ◦Φ

は ϕ(D)で正則である．よって，F1 ◦ Φ|F(I∩D) = ϕ1 ◦ Φ|ϕ(I∩D) は区間 F(I ∩ D) = ϕ(I ∩ D)上，解析

的であり，ϕ1 ◦Φは R2 上，単射であるので，F1 ◦Φ|F(I) は F(I)上，絶対連続である．したがっ
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て，F|R = f は I 上，特性 (T)をもつので， F1 ◦G|R = F1 ◦ Φ ◦ F|R に注意すると，dµが I 上で，

dmに関して，特異測度であることがわかる．

いま，B := (0, 1/2) とおく．このとき，あるN ⊂ B がとれて，ν(B \ N) = m(B \ N) = 0 かつ

µ(N) = 0であるので，µ∧ νの定義より，(µ∧ ν)(B) ≤ µ(N)+ ν(B \ N) = 0すなわち，(µ∧ ν)(B) = 0.

一方，F1 ◦G|R は R上，連続で狭義単調増加であり，R \ I上，解析的であるので，ある 3数 x0,

x1 (−1/4 < x0 < x1 < 0)およびc(> 0)がとれて， dF1◦G|R
dm (x) = dF1◦G|R

dx (x) > c (x0 < x < x1)がなりた

つ．よって，2B = (−1/4, 3/4)であるので，

(µ ∧ ν)(2B) = (µ ∧ ν)(2B \ I) = (µ ∧ ν)((−1/4, 0)) > min{c, 1}(x1 − x0) > 0.

このことは，µ ∧ ν が doubling 測度でないことを意味する．したがって，d = 1 に対しては，

定理 3 の主張がなりたつ．以下では，d > 1 とする．d = 1 のときの証明で用いた µ を µ1 と

記すことにする．Rd の直交座標軸を x j 軸 ( j = 1, · · · , d) と記すことにし，dµ1 を x1 軸上の測

度とする．各 x j 軸 ( j = 1, · · · , d) 上の通常の 1 次元 Lebesgue 測度を dx j ( j = 1, · · · , d) と記

すことにする．dµ := dµ1 × dx2 × dx3 × · · · × dxd およびdν := dx1 × dx2 × dx3 × · · · × dxd とお

く．ここで，dµ1 × dx2 × dx3 × · · · × dxd はdµ1, dx2, dx3, · · · , dxd の積測度を表す．このとき，

B := B((1/4, 1/4, · · · , 1/4), 1/4)とおくと，d = 1のときと，同様の論法により，(µ ∧ ν)(B) = 0か

つ (µ ∧ ν)(2B) > 0がわかる．したがって，µ ∧ νが doubling測度でない．以上により，定理 3の

証明が完成した．
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On doubling measures
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Abstract

It is well-known that the setM of measures on d−dimensional Euclidean space Rd is closed under

addition and positive scalar multiplication. InM we can define two operations meet and join and also it

is closed under join and meet, The setM2 of doubling measures on Rd is closed under additon, positive

scalar multiplication and join. However,M2 is not closed under meet.
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