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要旨 

本論文は、計算ソフト MATLAB を用いた動学的一般均衡（DSGE）モデルの解説である。

様々な DSGE モデルが開発・報告されているが、そうしたモデルで利用されている手法の

見通しを良くするために、最も基本的な Ramsey-Cass-Koopmans モデルを例に、MATLAB

で解法コードを記述した。 
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１．はじめに 

 本論文は、計算ソフト MATLAB を用いた動学的一般均衡モデル（Dynamic Stochastic 

General Equilibrium Model: 以下、DSGE モデル）の解法について説明する。 

DSGE モデルは、消費者の効用最大化、企業の利潤最大化などの経済主体の最適化を含

む、マクロ経済の一般均衡モデルである。この一般均衡問題を、同時点間の最適化問題、

異時点間の最適化問題として動学的に解く。その際、解となる変数間の関係を得る際に、

モデルを線形化し、行列を用いた計算を必要とすることが多い。また、数値例を用いて繰

り返し計算をすることにより、モデルの挙動を示す必要もある。 

こうした計算をするにあたっては、手で計算するのは極めて煩雑であるため、PC ソフト

の出番である。特に、行列計算に強みを発揮する計算ソフト『MATLAB』は、頻繁に利用

されている。 

そこで本論文は、 MATLAB を用いた DSGE モデルの解法を、最も単純な

Ramsey-Cass-Koopmans モデルを例として論じていく。紙と鉛筆で解くことができるモデ

ルを、MATLAB のコードと対応させることにより、PC ソフトを用いて DSGE モデルを解

く際の見通しを良くする。このことが、本論文の目的の一つである。 

 

                                                  
* 京都産業大学経済学部。本論文を執筆するにあたり、JSPS 科研費 26380336 の助成を受

けた。 
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２．先行研究 

 DSGE モデルの論文は、最近は日本語でも増えてきている。加藤（2007）や矢野（2008）

の紹介による影響が、指摘できるだろう。加藤（2007）は、DSGE モデルに関するテキス

トである。リアルビジネスサイクルモデル（RBC モデル）を「ピザの生地」、独占的競争や

名目価格の硬直性などの分析者の導入する仮定を「具」として、様々な DSGE モデルを紹

介している。また、本論文と同様に、MATLAB コードの紹介もしていることに特徴がある。

矢野（2008）は、DSGE モデルを MATLAB 拡張ソフトの 1 つである Dynare で解く手法

を解説した論文である。 

 こうした分析は、主に政策の分析を示すことを意図して、政府・中央銀行が報告するこ

とが多い1。 

まず、日本銀行はスタッフが「JEM (Japanese Economic Model)」と呼ばれる大規模マ

クロ経済モデルを開発し、その成果を公表してきた（Fujiwara, Hara, Hirose and Teranishi 

(2005)）。また、「Q-JEM (Quarterly-Japanese Economic Model)」と呼ばれる大規模マク

ロ経済モデルも開発している。このモデルの成果を用いて「経済・物価情勢の展望」が書

かれており、金融政策の参考としていることがうかがわれる（一上・北村・小島・代田・

中村・原（2009）、福永・原・小島・上野・米山（2011））。また、「M-JEM (Medium-scale 

Japanese Economic Model)」と呼ばれる中規模の動学的一般均衡モデルも開発し、利用し

ていることをうかがわせる（笛木・福永（2011））。 

Sugo and Ueda (2007)は、日本経済の中規模 DSGE モデルを、先行研究で提示されたモ

デルを修正・比較する形で推定し、金融政策ショックに対するインフレ率の反応を導いて

いる。Ichiue, Kurozumi and Sunakawa (2008)はベイズ DSGE モデル推定により、インフ

レ率の変動と労働投入の調整の関係を議論している。Kitamura (2010)はゼロ金利下での金

融緩和政策について、パーティクル・フィルターを応用して提案している。Fueki, Fukunaga, 

Ichiue and Shirota (2010)は潜在成長率と GDP ギャップを算出している。Sudo (2012)は

指標金利の役割をニューケインジアン DSGE モデルで分析している。 

また、政府では、内閣府経済社会総合研究所が「次世代短期マクロ計量モデル（DSGE

モデル）の開発」を掲げている。Yano (2009)は、 DSGE モデル推定方法について時変係

数アプローチによる手法を提案し、流動性の罠の下でのニューケインジアン DSGE モデル

を推定した。Iwata (2009)は財政当局を明示したニューケインジアン DSGE モデルを推定

し、政策シミュレーションをした。Adjemian and Juillard (2009)は DSGE モデルにおけ

るトレンド処理を議論し、日本経済のデータに応用した。 

このように、DSGE モデルはマクロ経済分析や政策評価において必携ツールともいえる。

DSGE モデルには批判も多いが、その分析構造を理解しておくことは、その批判が的を射

たものか判断するためにも有用であろう。 

 

                                                  
1 日本のみならず各国の DSGE モデル利用については、佐藤（2009）が詳しい。 
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３．Ramsey-Cass-Koopmans モデル 

 最も単純な DSGE モデルとして、Ramsey-Cass-Koopmans モデルについて取り上げよ

う。 

 まず、消費者は次の効用を最大にするように、各期tの消費ሼܿ௧ሽ௧ୀ଴
ஶ を選ぶ。 

max
௖೟

௧ߚ଴෍ܧ ln ܿ௧

ஶ

௧ୀ଴

 （１）

単純化のため、各時点の効用関数は対数関数である。ߚは割引率であり、0 と 1 の間の数で

ある。ܧ଴はݐ ൌ 0時点での期待値オペレータである。 

 資本݇௧の蓄積は、݅௧を各期の投資として、単純化のために 100%の減価償却を仮定する。 

݇௧ାଵ ൌ ݅௧ （2）

また、ݐ ൌ 0以前の資本݇ିଵは所与である。 

 各期の生産ݕ௧は、次の生産関数に基づいて行われる。 

௧ݕ ൌ ௧݇௧ܣ
ఈ （3）

ここで、ܣは生産性を表すパラメータ、ߙは 0 と 1 の間の数である。生産性は、以下のよう

なショック付きの AR(1)過程に従うとする。 

lnሺܣ௧ାଵሻ ൌ ߩ lnሺܣ௧ሻ ൅ ߳௧ （4）

߳௧は iid のホワイトノイズである。 

 そして、資源制約として、生産されたものは消費か投資にしか廻らない。 

௧ݕ ൌ ܿ௧ ൅ ݅௧ （5）

 以上が、Ramsey-Cass-Koopmans モデルの設定である。資本蓄積、技術、資源の各制約

を前提に、消費者は効用が最大になる消費を選ぶのである。主体（消費者）が最適な値を

選ぶという意味で、c௧は control variable とも呼ばれる2。また、各期において、主体が所与

とする変数を state variable と呼ぶ。このモデルの場合は、݇௧、ܣ௧が state variable である。

State variable は、主体が環境を変えられる変数と変えられない変数に分けられる。前者を

endogenous state variable という場合もあり、このモデルでは資本蓄積を通して変更され

る݇௧である。後者は exogenous state variable という場合もあり、このモデルの場合はܣ௧で

ある。 

 このモデルは、多くの場合、次のラグランジアンを設定して解く。 

ࣦ ൌ ௧ߚ଴෍ܧ
ஶ

௧ୀ଴

ሼln ܿ௧ ൅ ௧݇௧ܣ௧ሺߣ
ఈ െ ܿ௧ െ ݇௧ାଵሻሽ （6）

௧はラグランジュ乗数である。ここから、消費者の選択する変数c௧、消費者の選択次第で変ߣ

動する変数݇௧ାଵ、ラグランジュ乗数ߣ௧について一階条件（FOC: First Order Condition）を

求めると、次の通りとなる。 

ܿ௧ :
1
ܿ௧
ൌ ௧ （7）ߣ

                                                  
2 jump variable と呼ぶ場合もある。 
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݇௧ାଵ:	ߣ௧ ൌ ௧݇௧ାଵܣߙ௧ାଵߣߚ௧ܧ
ఈିଵ （8）

݇௧ାଵ	௧:ߣ ൌ ௧݇௧ܣ
ఈ െ ܿ௧ （9）

 まずは、このような最適化条件に従った定常状態を求めよう。（4）式から、̅ܣ ൌ 1となる

3。これを（8）式に代入すれば、 

ത݇ ൌ ሺߚߙሻ
ଵ

ଵିఈ （10）

となる。これを（9）式に代入すれば、 

ܿ̅ ൌ ሺߚߙሻ
ଵ

ଵିఈ ൬
1
ߚߙ

െ 1൰ （11）

となる。 

 このモデルが解けるというのは、policy function を見つけ出すことである。つまり、現

在の state をインプットとして、control をアウトプットとして出す関数を求めることであ

る。数式で表せば、（7）（8）（9）式を満たすܿ௧ ൌ ݂ሺ݇௧、	ܣ௧ሻという݂を探すことである。 

 詳細は省くとして、このモデルの policy function は 

ܿ௧ ൌ ሺ1 െ ௧݇௧ܣሻߚߙ
ఈ （12）

となる4。 

 

４．対数線形近似 

 上の設定の Ramsey-Cass-Koopmans モデルは、policy function を closed form で求める

ことが可能である。しかし、（2）式のような資本蓄積でない場合、つまり、減価償却率が

100%でない場合、解を closed form で得ることは難しい5。 

 従って、そのようなモデルを扱う場合、定常状態周りで解がどのような振る舞いなのか、

対数線形近似して求めるという手法が用いられる。1 次の近似を行えば、変数同士の関係を

線形で表すことができるので、行列による差分方程式の表現が可能となる。そして、この

行列による表現を操作すれば、policy function を求めることができるのである。 

 上の設定の Ramsey-Cass-Koopmans モデルの場合、モデルを解くのに必要な条件は、

FOC である（7）（8）式、制約条件（9）式、技術の条件（4）式である。これらの式を定

常状態周辺で対数線形近似すると、次のような式となる6。 

                                                  
3 各変数の定常状態は、各変数の上にバーを付けた記号で表す。 
4 詳しくは、Ljungqvist and Sargent (2004)などを参照のこと。このモデルの場合は、減価

償却がないという点で関数形がかなり特殊なので、陽表的に解くことが可能である。解を

得る手法として、Ljungqvist and Sargent (2004)は 3 つの方法を提示している。1. Value 
function iteration、 2. Guess and Verify、 3. Howard’s Improvement algorithm。 
5 そのため、（7）（8）式からܿ௧が一定の条件、（9）式から݇௧が一定の条件を求め、ܿ, ݇平面

にそれぞれの条件を記し、それぞれの変数が定常状態にどのように向かうかという図（位

相図：phase diagram）による分析に終わることが多い。この経路は鞍点経路（saddle path）
と呼ばれる。policy function は、この鞍点経路を陽表的に得るものである。 
6 ある変数ܺ௧の定常状態周りでの 1 次の対数線形近似は、次の式によって求められる。 
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െܿ̂௧ ൌ መ௧ （13）ߣ

መ௧ߣ ൌ መ௧ାଵߣ௧ܧ ൅ ௧ܧ ොܽ௧ ൅ ሺߙ െ 1ሻܧ௧ ෠݇௧ାଵ （14）

ܿ̅ܿ̂௧ ൅ ത݇ ෠݇
௧ାଵ ൌ ത݇ఈ ොܽ௧ ൅ ߙ ത݇ఈ ෠݇௧ାଵ （15）

ොܽ௧ାଵ ൌ ߩ ොܽ௧ ൅ ߳௧ାଵ （16）

（13）式は同時点間、（14）（15）式は異時点間の関係を表している。ここで、同時点間の

式を以下のような行列形式に書き換える。 

ሺെ1ሻሺܿ௧ሻ ൌ ሺ0 1ሻ ൬
݇௧
௧ߣ
൰ ൅ ሺ0ሻሺܽ௧ሻ （17）

左辺に control variable のベクトルሺܿ௧ሻを作成し、右辺に endogenous state のベクトル

൫݇௧、	ߣ௧൯′と exogenous state のベクトルሺܽ௧ሻを作成して書き換えたものである。 

 異時点間の関係は、次のように書き換えられる。 

ቀߙ െ 1 1
ത݇ 0

ቁ ൬
௧݇௧ାଵܧ
௧ାଵߣ௧ܧ

൰ ൅ ቀ 0 െ1
െߙത݇ఈ 0

ቁ ൬
݇௧
௧ߣ
൰ ൌ 

ቀ0
0
ቁ ሺܧ௧ܿ௧ାଵሻ ൅ ቀ 0

െܿ̅
ቁ ሺܿ௧ሻ ൅ ቀെ1

0
ቁ ሺܧ௧ܽ௧ାଵሻ ൅ ቀ 0ത݇ఈቁ ሺܽ௧ሻ （18）

行列やベクトルに適当な名前を振ると、（17）式は以下のように簡略化される7。 

௧ݑ௖௖ܯ ൌ ௖௦ܯ ቀ
௧ݔ
௧ߣ
ቁ ൅ ௧ （19）ݖ௖௘ܯ

但し、ݑ௧は control variable のベクトル、ݔ௧は endogenous state variable のベクトル、ߣ௧は

ラグランジュ乗数（co-state variable）のベクトル、ݖ௧は exogenous state variable のベク

トルを表している。（18）式は次のようになる。 

௦௦ܯ
଴ ௧ܧ ቀ

௧ାଵݔ
௧ାଵߣ

ቁ ൅ܯ௦௦
ଵ ቀ

௧ݔ
௧ߣ
ቁ ൌ ௦௖ܯ

଴ ௧ାଵݑ௧ܧ ൅ ௦௖ܯ
ଵ ௧ݑ ൅ ௦௘ܯ

଴ ௧ାଵݖ௧ܧ ൅ ௦௘ܯ
ଵ ௧ （20）ݖ

モデルを解くことは、ݑ௧ ൌ ݂൫ݔ௧、	ݖ௧൯となる関係を求めることである。これは policy 

function と呼ばれる。また、同時にݔ௧ାଵ ൌ ݃൫ݔ௧、	ݖ௧൯となる関係も求めれば、変数の動学的

な振る舞いも判明する。 

 
                                                                                                                                                  

݂ሺܺ௧ሻ ≅ ݂ሺ തܺሻ ൅ ݂ᇱሺ തܺሻ തܺݔො௧ 
ここで、 തܺはܺ௧の定常状態の値、ݔො௧はܺ௧が定常状態の値から何パーセント離れているかを示

したものである。こうした近似を行う際は、両辺とも行うことがほとんどで、近似の第 1
項は両辺で打ち消しあう。 
 例えば、 ௧ܻ ൌ ܺ௧

ఈを近似する場合、左辺は തܻ ൅ തܻ ෠ܻ௧、右辺は തܺఈ ൅ ߙ തܺఈିଵ തܺ ෠ܺ௧となる。この近

似後の右辺と左辺も等しく、定常状態では തܻ ൌ തܺఈなのだから、 
തܻ ൅ തܻ ෠ܻ௧ ൌ തܺఈ ൅ ߙ തܺఈ ෠ܺ௧ 
⟺  തܻ ෠ܻ௧ ൌ ߙ തܺఈ ෠ܺ௧ 
⟺  ෠ܻ௧ ൌ ߙ ෠ܺ௧ 

である。 
7 ここでは、Burnside (1999)のノテーションをアレンジして用いる。Burnside (1999)は、

King, Plosser and Rebelo (1988)のノテーションを使っているとしている。 
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５．解法 

 モデルを解く際に扱いが大事になるのが、endogenous state variable である。これらは

差分方程式の形になっている上、通常の経済モデルを考えている限りにおいて、この変数

が発散しないことが条件となる。 

 一般に、݇௧は過去からの蓄積があるため、backward に解かれる。ߣ௧は横断面条件を満た

すために、forward に解かれる。これらを上手く識別し、それぞれの変数についての比較的

簡単な解法を与えたのが Blanchard and Kahn (1980)である。（19）式を control variable

について解き、それを（20）式に代入し、係数行列に適当な文字を割り振ると、次のよう

な式となる。 

௧ܧ ቀ
௧ାଵݔ
௧ାଵߣ

ቁ ൌ ܹ ቀ
௧ݔ
௧ߣ
ቁ ൅ ௧ାଵݖ௧ܧܴ ൅ ௧ （21）ݖܳ

（21）式は、このモデルの形に限らないかなり一般的な形式である。この式のܹを固有値

分解し、固有値の絶対値が 1 より大きいか小さいかにより、൫݇௧、	ߣ௧൯′に含まれる変数を

forward に解くか backward に解くか区別する。一般に、絶対値が 1 より小さい固有値の数

と、過去からの蓄積によって求まる変数（predetermined variable という）の数が等しく

ないと、解の経路が発散したり複数均衡となる。通常のモデルを想定している場合、

predetermined variable の数と絶対値が 1 より小さい固有値の数は一致することが要請さ

れる8。 

 これを、本論文で関心の Ramsey-Cass-Koopmans モデルの形に特化して、解法を大雑把

に見ていこう。（18）に（17）を代入すると、control variable の部分を消去できる。 

௧ܧ ൬
݇௧ାଵ
௧ାଵߣ

൰ ൌ ቀߙ െ 1 1
݇ 0

ቁ
ିଵ
ቀ 0 1
ఈ݇ߙ ܿ

ቁ ൬
݇௧
௧ߣ
൰ ൅ ቀߙ െ 1 1

݇ 0
ቁ
ିଵ
ቀെ1
0
ቁܽ௧ାଵ

൅ ቀߙ െ 1 1
݇ 0

ቁ
ିଵ
ቀ 0
݇ఈ
ቁ ܽ௧ 

（22）

	ൌ ܹ ൬
݇௧
௧ߣ
൰ ൅ ቀ 0

െ1
ቁ ܽ௧ାଵ ൅ ൬ ݇ఈିଵ

ሺ1 െ ሻ݇ఈିଵߙ
൰ ܽ௧  （23）

ここで、ܹを固有値分解した結果が、ܹ ൌ ܲΛܲିଵであるとする。また、ܲିଵ൫݇௧、	ߣ௧൯′ ≡

൫ ෨݇௧、	ߣሚ௧൯とする。また、各行列の要素を以下のような文字で指定する。 

ܹ ൌ ቀܹ
ଵଵ ܹଵଶ

ܹଶଵ ܹଶଶቁ （24）

ܲିଵ ൌ ቀܲ
ଵଵ ܲଵଶ

ܲଶଵ ܲଶଶ
ቁ （25）

Λ ൌ ൬
Λଵ 0
0 Λଶ

൰ （26）

                                                  
8 加藤（2007）は、この条件を「Blanchard-Kahn の定理」と呼んでいる。 

6

KYOTO SANGYO UNIVERSITY ECONOMIC REVIEW No.2 (March 2015)



 
 

ܴ ൌ ൬
ܴ௫
ܴ௟
൰ （27）

ܳ ൌ ൬
ܳ௫
ܳ௟
൰ （28）

ここで、Λは固有値の絶対値の小さい順に並んでおり、|Λଵ| ൏ 1、|Λଶ| ൐ 1とする。 

 すると、（23）式はܲିଵを前からかけることによって次のように書き換えられる。 

௧ܧ ቆ
෨݇
௧ାଵ

ሚ௧ାଵߣ
ቇ ൌ Λቆ

෨݇
௧

ሚ௧ߣ
ቇ ൅ ܲିଵܴܽ௧ାଵ ൅ ܲିଵܳܽ௧ （29）

（29）式のߣሚ௧ାଵに関する式を抜き出すと、 

ሚ௧ାଵߣ ൌ Λଶߣሚ௧ ൅ ሺܲଶଵܴ௫ ൅ ܲଶଶܴ௟ሻܽ௧ାଵ ൅ ሺܲଶଵܳ௫ ൅ ܲଶଶܳ௟ሻܽ௧ （30）

|Λଶ| ൐ 1なので、ߣሚ௧は forward に解かれる。ܧ௧ܽ௧ାଵ ൌ  、௧に注意するとܽߩ

ሚ௧ߣ ൌ
1
Λଶ

ሚ௧ାଵߣ െ
1
Λଶ

ሾܲଶଵܴ௫ߩ ൅ ܲଶଶܴ௟ߩ ൅ ܲଶଵܳ௫ ൅ ܲଶଶܳ௟ሿܽ௧ （31）

ൌ െ
1

Λଶ െ ߩ
ሾܲଶଵܴ௫ߩ ൅ ܲଶଶܴ௟ߩ ൅ ܲଶଵܳ௫ ൅ ܲଶଶܳ௟ሿܽ௧  （32）

ところで、ߣሚ௧ ൌ ܲଶଵ݇௧ ൅ ܲଶଶܽ௧なのだから、 

௧ߣ ൌ െሺܲଶଶሻିଵܲଶଵ݇௧ ൅ ሺܲଶଶሻିଵߣሚ௧ （33）

（23）式の݇௧ାଵに関する式を抜き出し、（33）式を代入すると、 

݇௧ାଵ ൌ ܹଵଵ݇௧ െܹଵଶሺܲଶଶሻିଵܲଶଵ݇௧ ൅ܹଵଶሺܲଶଶሻିଵߣሚ௧ ൅ ሺܴߩ௫ ൅ ܳ௫ሻܽ௧ （34）

このߣሚ௧に（32）式を代入すると、 

݇௧ାଵ ൌ ሺܹଵଵ െܹଵଶሺܲଶଶሻିଵܲଶଵሻ݇௧ 								

െ ܹଵଶሺܲଶଶሻିଵ
1

Λଶ െ ߩ
ሾܲଶଵܴ௫ߩ ൅ ܲଶଶܴ௟ߩ ൅ ܲଶଵܳ௫ ൅ ܲଶଶܳ௟ሿܽ௧

൅ ሺܴߩ௫ ൅ ܳ௫ሻܽ௧ 

（35）

ൌ Υ௫௫݇௧ ൅ Υ௫௭ܽ௧																					  （36）

こうして、時点ݐの state variable のみで翌期の endogenous state variable を決定する式が

求まった。これを（15）式に代入すれば、 

ܿ௧ ൌ Υ௨௫݇௧ ൅ Υ௨௭ܽ௧ （37）

という policy function が求まる。 

 

６．インパルスレスポンス関数 

 （12）式で示された policy function を再掲すると、 

ܿ௧ ൌ ሺ1 െ ௧݇௧ܣሻߚߙ
ఈ （38）

これを、定常状態周りで対数線形近似すると、 

ܿ̅ܿ̂௧ ൌ ሺ1ߙ െ ሻത݇ఈߚߙ ෠݇௧ ൅ ሺ1ߙ െ ሻത݇ఈߚߙ ොܽ௧ （39）
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ここで、定常状態のܿと݇の値に注目すると、
௞ത ഀ

௖̅
ൌ

ଵ

ଵିఈఉ
であるので、 

ܿ̂௧ ൌ ߙ ෠݇௧ ൅ ොܽ௧ （40）

 一方で、こうした最適な消費を選ぶ時の݇の振る舞いは（15）式によって与えられ、 

ܿ̅ܿ̂௧ ൅ ത݇ ෠݇
௧ାଵ ൌ ത݇ఈߙ ෠݇௧ ൅ ത݇ఈ ොܽ௧ （41）

෠݇
௧ାଵ ൌ ߙ ෠݇௧ ൅ ොܽ௧ （42）

となる。（40）（42）式が、このモデルの解である。そして、この式にショックを与えた際

のモデルの挙動を描くことが可能である。例えば、ߙ ൌ ߚ	、0.3 ൌ ߩ	、0.9 ൌ 0.9とする。ま

た、ݐ ൌ 0時点で定常状態だった。ここで、ݐ ൌ 1で ොܽଵ ൌ 1というショックがあったとする。 

ݐ  ൌ 1において、前期は定常状態なのだから、（42）式により、෠݇
ଵに変化はない。したがっ

て、 ෠݇
ଵ ൌ 0である。 ෠݇

ଵ ൌ 0と ොܽଵ ൌ 1から、（40）式によって、ܿ̂ଵ ൌ 0.3 ෠݇ଵ ൅ ොܽଵ ൌ 1が求まる。

また、（42）式により、 ෠݇
ଶ ൌ 0.3 ෠݇ଵ ൅ ොܽଵ ൌ 1が求まる。 

ݐ  ൌ 2において、技術は AR(1)に従い、その係数はߩ ൌ 0.9なのだから、 ොܽଶ ൌ 0.9 ොܽଵ ൌ 0.9で

ある。 ෠݇
ଶ ൌ 1が前期に求まっているのだから、これを所与としたܿ̂ଶ ൌ 0.3 ෠݇ଶ ൅ ොܽଶ ൌ 0.3 ∙ 1 ൅

0.9 ൌ 1.2が求まる。また、（42）式により、 ෠݇
ଷ ൌ 0.3 ෠݇ଶ ൅ ොܽଶ ൌ 1.2が求まる。 

ݐ  ൌ 3において、 ොܽଷ ൌ 0.81である。 ෠݇
ଷ ൌ 1.2が前期に求まっているのだから、これを所与

とした ܿ̂ଷ ൌ 0.3 ෠݇ଷ ൅ ොܽଷ ൌ 0.3 ∙ 1.2 ൅ 0.81 ൌ 1.17が求まる。また、（ 42 ）式により、

෠݇
ସ ൌ 0.3 ෠݇ଷ ൅ ොܽଷ ൌ 1.17が求まる。 

 このように繰り返していき、ሼܿ̂௧ሽを求める。これを図に描いたものが、インパルスレスポ

ンス関数となる。 

 

７．MATLAB コード 

 本節では、本論文でここまで描写してきた Ramsey-Cass-Koopmans モデルを MATLAB

コードで示す。 

 本コードは、大きく分けて以下の通りで構成されている。 

1. 変数の数のチェック 

2. パラメータの数値設定 

3. 定常状態の計算 

4. 対数線形化したモデルの記述 

5. モデルの計算 

6. 解の表示 

7. インパルスレスポンス関数によるシミュレーション 

以下ではこれらを順に見ていく。以下、Courier New フォントになっている箇所が、

MATLAB コードの箇所である9。ここで示したコードを実行する際は、インデントを与え

                                                  
9 MATLAB コードにおいて、%はコメントアウトを示し、それに続く文字列をコードと解

釈しない。 
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ている Courier New フォントの箇所を一続きにすればよい。 

 

７－１．変数の数のチェック 

clear all; 

nc=1;        % c(t) 

ns=1;        % k(t) 

nex=1;       % a(t) 

ncs=1;       % lambda(t) 

nb=ns;       % # of backward 

nt=ns+ncs;  % # of total state variables 

 

まず、clear all;でワークスペースからアイテムを削除し、システムメモリを解放する。

ncは control variable の数である。nsは endogenous state variable の数である。nexは

exogenous state variable の数である。ncsは co-state variable の数である10。nbはバッ

クワードに決まる変数の数で、この場合は nsの数と同じである。また、ntは state variable

の総数である。 

 

７－２．パラメータの数値設定 

alpha=0.3;   % Cobb-Douglas parameter、 capital share 

beta=0.9;    % time preference 

rho=0.9;     % AR(1) coefficient 

disp('parameter values [alpha beta rho]') 

disp(' '); 

disp([alpha beta rho]); 

 

モデルではギリシャ文字で表現してきた各パラメータについて、それぞれ対応する文字列

で変数名を割り当てる。この場合、ߙ ൌ ߚ	、0.3 ൌ ߩ	、0.9 ൌ 0.9である。 

 disp('XXX')は、コマンドウインドウ内に対し、括弧内に記したものを表示する。アポ

ストロフィで括った箇所は文字列として、括られた中の文字がそのまま表示される。括ら

なければ、 MATLAB のコードのルールに従った結果を表示する。すなわち、

disp('parameter values [alpha beta rho]')により 

parameter values [alpha beta rho] 

とそのままコマンドウインドウに表示され、disp([alpha beta rho])により 

0.3000    0.9000    0.9000 

                                                  
10 それぞれ、number of control、 number of state、 number of exogenous、 number of 
co-state の頭文字である。 
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と表示する。これらを利用して、パラメータにどの値を与えたか、コード実行時に確認す

る。 

 

７－３．定常状態の計算 

kstar=(alpha*beta)^(1/(1-alpha));  % Capital 

cstar=kstar^alpha-kstar;             % Consumption 

lambdastar=1/cstar;                   % Shadow Price 

ystar=kstar^alpha;                    % Output 

disp('SS values [kstar cstar]') 

disp(' '); 

disp([kstar cstar]); 

 

ここでは、モデルの計算結果に従って、各変数の定常状態の値を計算している。これらの

計算は、第 3 節に対応している。 

 

７－４．対数線形化したモデルの記述 

Mcc=[-1]; 

Mcs=[0 1]; 

Mce=[0]; 

Mss0=[alpha-1 1 

       kstar 0]; 

Mss1=[0 -1 

     -alpha*kstar^alpha 0]; 

Msc0=[0 

     0]; 

Msc1=[0 

     -cstar]; 

Mse0=[-1 

      0]; 

Mse1=[0 

      kstar^alpha]; 

PI=[rho]; 

 

ここでは、（19）（20）式（あるいはこのモデルに特化した場合、（17）（18）式）に対応し

た行列の指定をしている。これらのコードは第 4 節に対応している。 
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７－５．モデルの計算 

Mbarss= Mss0-Msc0*inv(Mcc)*Mcs; 

W=-inv(Mbarss)*(Mss1-Msc1*inv(Mcc)*Mcs); 

R=inv(Mbarss)*(Msc0*inv(Mcc)*Mce+Mse0); 

Q=inv(Mbarss)*(Msc1*inv(Mcc)*Mce+Mse1); 

 

Mbarssは、（21）式導出のための途中経過の行列の係数である。Wは（21）式のܹに対応

する。R、 Qも同様、（21）式のܴ、	ܳに対応する。 

 

[pr、lambr] = eig(W); 

alamb=abs(diag(lambr))'; 

[lambs、lambz] = sort(alamb); 

lambda=lambr(lambz、 lambz); 

p=pr(:、lambz); 

ps=inv(p); 

 

eigは固有値を取り出すコマンドである。取り出した固有値について、固有ベクトルを pr、

固有値の対角行列を lambrに割り当てる。diagは行列の対角成分を取り出すコマンドで

ある。absでその絶対値を取り、これを alambという変数名に割り当てる。sortは小さ

い順に並べ替えるものであり、lambsは並べ替えた結果、lambzは元のベクトルの成分が

何番目かを示す情報である。pr(:、lambz)は、固有値を lambzの順に並べ替えることを

意味し、その結果を psという変数名に割り当てる。 

 

p11=p(1:nb, 1:nb); 

p12=p(1:nb, nb+1:nt); 

p21=p(nb+1:nt, 1:nb); 

p22=p(nb+1:nt, nb+1:nt); 

 

これは、pで割り当てられた固有ベクトルから、p11がバックワードに決まる変数の数の正

方行列となるように、左上の要素として抜き出す操作である。 

 

ps11=ps(1:nb, 1:nb); 

ps12=ps(1:nb, nb+1:nt); 

ps21=ps(nb+1:nt, 1:nb); 

ps22=ps(nb+1:nt, nb+1:nt); 
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同様に、psで割り当てられた固有ベクトルから、ps11がバックワードに決まる変数の数

の正方行列となるように、左上の要素として抜き出す操作である。この操作は（25）式に

対応する。 

 

Qx=Q(1:nb, 1:nex); 

Qlambda=Q(nb+1:nt, 1:nex); 

Rx=R(1:nb, 1:nex); 

Rlambda=R(nb+1:nt, 1:nex); 

 

これも同様に、Q、 Rと指定されたベクトルから、上からバックワードに決まる変数の数の

分を抜き出してきたのを Rx、 Qx、それ以外を Qlambda、 Rlambdaと指定する操作であ

る。これらは、（30）式を導出するための準備である。 

 

lamb1=lambda(1:nb, 1:nb); 

lamb2=lambda(nb+1:nt, nb+1:nt); 

 

固有値を、上からバックワードに決まる変数の数の分だけ抜き出したのを lamb1、それ以

外を lamb2と指定する。lamb2は（30）式に出てくるΛଶである。 

 

phi0=ps21*Rx+ps22*Rlambda; 

phi1=ps21*Qx+ps22*Qlambda; 

 

これらは、（30）式導出のための計算である。 

 

ww=W(:, lambz); 

w11=ww(1:nb, 1:nb); 

w12=ww(1:nb, nb+1:nt); 

w21=ww(nb+1:nt, 1:nb); 

w22=ww(nb+1:nt, nb+1:nt); 

 

Wについて、固有値の大きさの順にソートしなおしたのを wwと指定する。そして、wwか

ら w11がバックワードに決まる変数の数の正方行列となるように、左上の要素として抜き

出す。 

 

AA=ps21*Rx*rho+ps22*Rlambda*rho+ps21*Qx+ps22*Qlambda; 
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これは、（31）式導出のための計算である。 

 

upsilonxz=rho*Rx+Qx-w12*inv(ps22)*1/(lamb2-rho) *AA; 

upsilonxx = w11-w12*inv(ps22)*ps21; 

 

これは、（36）式導出のための計算である。upsilonxzがΥ௫௭、upsilonxxがΥ௫௫に対応す

る。 

 

upsilonux = (alpha*kstar^alpha - kstar*upsilonxx)/cstar; 

upsilonuz = (kstar^alpha - kstar * upsilonxz)/cstar; 

 

これは、（37）式導出のための計算である。UpsilonuxがΥ௨௫、upsilonuzがΥ௨௭に対応す

る。但し、この計算箇所は本論文で扱っているモデルに則って計算しているため、他のモ

デルを解く際は修正する必要がある。 

 

７－６．解の表示 

solx = [upsilonxx upsilonxz]; 

solc = [upsilonux upsilonuz]; 

 

solxという形で、state variable の推移の式の変数をまとめておく。同様に、solcという

形で、policy function の変数をまとめておく。 

 

disp('policy function coefficients, state(t) to control(t)') 

disp(' '); 

disp(upsilonux); 

 

disp('policy function coefficients, exogenous(t) to control(t)') 

disp(' '); 

disp(upsilonuz); 

 

dispコマンドにより、policy function の係数を確認する。 

 

７－７．インパルスレスポンス関数によるシミュレーション 

t=60; 

 

まず、シミュレーションする期間を指定する。この場合、60 期間分の結果を表示する。 
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k=zeros(t,1); 

c=zeros(t,1); 

a=zeros(t,1); 

y=zeros(t,1); 

 

シミュレーションの変数を作成する。これらは、取りあえずすべての要素が 0 の 60 期間分

の縦ベクトルを作成したものである。 

 

sho=1; 

 

与えるショックの大きさを指定する。この場合は、1 単位である。 

 

a(1,1)=[sho]; 

k(1,1)=solx*[0;0]; 

c(1,1)=solc*[0;sho];  

y(1,1)=a(1,1)+alpha*k(1,1); 

 

第 1 期の計算をする。aにショックを与える。そのショックに基づき、第 1 期のそれぞれの

値を計算している。kの箇所は state variable の推移の式であり、cの箇所は policy function

である。yは、（3）式を対数線形近似したものである。 

 

for i=2:t 

 k(i,1)=solx*[k(i-1,1);a(i-1,1)]; 

 a(i,1)=rho*a(i-1,1); 

 c(i,1)=solc*[k(i,1);a(i,1)]; 

 y(i,1)=a(i,1)+alpha*k(i,1); 

end 

 

forループにより、繰り返し次の期の計算を行っている。 

 

figure(1) 

subplot(3,1,1); 

plot ( c ); 

ylabel ( 'consumption' ) 

xlabel('time'); 
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subplot(3,1,2); 

plot ( k ); 

ylabel( 'capital' ); 

xlabel( 'time'); 

subplot(3,1,3); 

plot ( y ); 

ylabel( 'GDP' ); 

xlabel( 'time'); 

 

figure(1)により、1 つ目の図であることを示す。subplot(3,1,1)は、図を 3 つ並べる

内の 1 つ目であることを示す。plot (c)で cの推移を示し、ylabel ( 'consumption' )

で y 軸に消費とラベルを付け、xlabel('time')で x 軸に時間の推移のラベルを付ける。

subplot(3,1,2)は、図を 3 つ並べる内の 2 つ目であることを示す。あとは同様に資本の

推移、GDP の推移を描く。 

 

figure(2) 

plot(k,c,'-+'); 

ylabel( 'consumption' ); 

xlabel('capital'); 

 

2 つ目の図として、位相図を描こう。figure(2)により、2 つ目の図であることを示す。

plot(k,c,'-+')は、x 軸に k、y 軸に c をプロットし、順に折れ線で結ぶものである。

'-+'は折れ線の形状を指定するもので、-は実線をつなぎ、+は各地点を+マークで示す。 

 以上で本コードは終了である。 

 

８．おわりに 

 本論文では、MATLAB を用いた DSGE モデルの解法の一例を示した。読者はモデルを

アレンジし、それに合わせてコードをアレンジすれば DSGE モデルを実践することができ

るだろう。しかし、本論文で用いた MATLAB は汎用性は高いものの、DSGE モデルを解

くに際して幾つかの制約を挙げなければならないだろう。 

MATLAB はあくまで計算ソフトであり、DSGE モデルを解くのに特化した、あるいは意

識した計算ソフトではない。従って、DSGE モデルを解く際はそれに合わせてコードをア

レンジしなければならない。但し、MATLAB の特徴の一つとして、関数 M-ファイルの呼

び出しというのがある。これは、一定の手続きを記したものを、実行するファイルとは別

ファイルに作成し、実行するファイルに関数 M-ファイルの読み込みコードを記して実行す

れば、関数 M-ファイルに書いた手続きに従って結果が表示されるというものである。関数
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M-ファイルに定義した文字は実行ファイルと重複しないので、一定のアルゴリズムを関数

M-ファイルにしておけば省力化が図れる。 

例えば、本節で問題とした Ramsey-Cass-Koopmans モデルは、パラメータの値や定常

状態の値、FOC などの挙動はこのモデルに特有のものである。(17)、 (18) の形で記され

るのは、このモデル特有の形式といえる。しかし、その後の行列表現や固有値を求める手

続き、policy function に相当する行列の算出等は、比較的一般的な形式である。従って、

一旦この手続きを関数 M-ファイルに記しておけば、この箇所のコードを繰り返し記す手間

が省ける。同種のモデルを解く際に、使いまわしが利くのである。 

従って、対数線形近似によるモデルの導出は、モデル特有の作業となるので、手作業な

りモデルに合わせてコードを書くなりの作業となることが多い。行列の要素を指定すると

いった作業も、モデルの特徴を指定することに他ならないので、省力化することは難しい。

その後の一般的な計算手続きは、一旦関数 M-ファイルを作成すれば省力化できるかもしれ

ない。また、本論文で述べた解法は、対数線形近似を 2 次以降行うことを想定していない。

2 次以上の近似によりモデルを解く場合、また別の手順を記した関数 M-ファイルを作成し

なくてはならない。 

この辺りの作業について、DSGEモデルを解くことを目指したソフトがDynareである11。

Dynare は単体では利用できず、計算については MATLAB などを利用するため12、ある意

味 MATLAB へのアドインである。パラメータの記述、モデルの記述を Dynare コードに従

って適切にできれば、本論文で述べた計算を一つ一つ行うことなく、容易に結果を得るこ

とができる。マルコフ連鎖モンテカルロ法でパラメータ推定ができることや、カルマンフ

ィルターの利用など、オプションも豊富である。但し、Dynare コードを実行するのみでは、

実際にどのような計算を行っているのかがブラックボックスとなってしまうので、解法に

興味のある者には向かない。 

DSGE モデルの構造を理解したうえで Dynare を利用することは非常に有益だが、本論

文で行ったように、モデル構造を MATLAB コードに記して計算を実行することは、相変わ

らず教育・研究効果が高いものと思われる。 
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