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Bernstein-von Mises 定理の歴史について* 

吉村 有博 

 

要旨 

本論文は Bernstein-von Mises 定理に関する古典的な諸結果を概観し、現代

的視点からその歴史的意義を明らかにするものである。具体的には定理に関

連する書誌情報、定理の形式、当時の動機、応用例を整理し、頻度論統計学

との関連を概観する。本論文の主要な貢献は定理の古典的諸結果の歴史的意

義と、拡張された現代の定理との関連の解明である。特に、先駆的貢献者の

間で事後分布の漸近正規性を導く動機は大きく異なり、その一部は信頼区間

の正当化が動機に関連したことを指摘する。さらに、定理の発展には中心極

限定理の発展や確率の公理化の運動が強く影響したことを指摘する。加えて、

尤度関数の任意性、事前分布の特定化からの独立性、そして区間を代用する

可能性の起源はベイズ統計学史の極めて初期に遡れることを指摘する。 

 

キーワード：Bernstein-von Mises 定理、統計学史、確率論史、ベイズ推論、

漸近正規性 

 

 

1．序論 

近年の統計学や計量経済学において Bernstein-von Mises 定理（以後、BvM 定理）の研

究が注目されている。この定理は、観測値の数あるいは情報量が多くなるとき、未知のパ

ラメータのベイズ事後分布が正規分布に近づくことを示した結果あるいは現象の総称であ

る。典型的に知られる定理の特徴は以下に集約できる：標本サイズが大きいとき、有限次

元パラメータの事後分布は多変量正規分布に従い、その平均は最尤推定値、分散共分散行

列は Fisher 情報行列の逆行列となり、事前分布に依存しない（van der Vaart (1998) な

ど）。まさにこれは中心極限定理のベイジアンアナロジーに相当し、ベイズ推論における

基礎的な役割を果たす。特に、正規性の帰結は事後分布の計算を容易にし、また効率性の

議論を明確化する。正規性に対する尤度関数の任意性は応用範囲の拡大に貢献する。また、

事前分布からの独立性は事前分布の選択の論争を緩和する根拠を与える。とりわけベイジ
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アン-頻度論間の分散の一致は興味深い点で、ベイジアン 95％信用区間と頻度論 95％信頼

区間が（近似的に) 同一になることを意味する。特に信用区間が仮想的な繰り返し標本に

基づく長期的な被覆性質を持ちうる点は重要である。また、ベイジアンと頻度論では哲学

や確率解釈が異なるにも関わらず、定理は異なる立場に基づく結果が同一の結論をもたら

す可能性を示唆する。さらに定理は信用/信頼区間の計算に互いの計算手法を代用する可能

性を示唆し、この帰結は双方の立場にとって有益である（Chernozhukov and Hong 

(2003) など）。 

BvM 定理の原型は 18 世紀後期に P. S. Laplace により発見されたとされ、それ以来確率

論や統計学において様々な発展、応用、そして議論を経て、今日に至っている。定理の名

称はその発展の貢献者である 20 世紀の数学者 S.N. Bernstein と R. von Mises に由来する。

Le Cam (1986) は彼らの貢献を再評価しつつ結果を一般化し、有限次元パラメータをもつ

滑らかなモデルに関する BvM 定理の基礎を確立した。これはより理解しやすい形で van 

der Vaart (1998) などで知られている。20 世紀後半からは無限次元のパラメータを含む問

題への定理の拡張が検討されてきた。ここで Freedman (1999) らにより、極めて自然な無

限次元モデルの例でネガティブな結果すなわちベイジアンと頻度論の結果が異なる可能性

が明らかにされた。この事実は双方の関連の限界を示唆するかのように見えたが、一方で、

一部の無限次元モデルや興味あるパラメータが有限次元であるモデルにおいては再びポジ

ティブな結果が引き継がれることが数多く報告されている。20 世紀後半以降の定理の進展

は Ghosal and van der Vaart (2017) に整理されている。発見から 2 世紀以上を経てなお

定理の拡張研究は進み、頻度論との関連を含めた様々な性質が明らかになりつつある。 

BvM 定理の新しい結果に注目が集まる一方で、実は古典的な結果すなわち定理の歴史的

な背景については明らかでない部分が存在する。特に、定理名に帰属する Bernstein と

von Mises の貢献や背景は、実はよく知られていない。ベイズ推論や逆確率の学史は、主

に確率論史の一部として Todhunter (1865)、Stigler (1986)、Hald (2010)、Dale (2012)、

Seneta (2013)、Gorroochurn (2016)、Sheynin (2017) に含まれるが、BvM 定理に相当す

る結果は網羅されておらず、詳しい記述は見られない。特にこれら文献は Laplace には詳

しいものの、Bernstein と von Mises に関する記述は驚くほど少なく、彼らの結果やモチ

ベーションは殆ど紹介されていない。とりわけ Le Cam (1986) は現代的枠組みにおいて

BvM 定理を再評価した重要文献だが、残念ながら歴史への言及は極めて短く、しかも不正

確な書誌情報を含むようである（他にも Le Cam (1953)、Le Cam and Yang (1990)）。歴

史への言及を含む他の文献として Diaconis and Freedman (1986)、Lehmann and 

Casella (1998)、Ghosh and Ramamoorthi (2003)、Kleijn and van der Vaart (2012)、

Castillo and Nickl (2013) などがあるが、Bernstein と von Mises に関する具体的な結果

や動機に関する記述はなく、初出の引用文献すら統一されていない。驚くべきことに、こ

れほど有名な定理にも関わらず、その古典的な諸結果の歴史的背景は整理されていないよ

うである。 
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ここでの問いは、現代に再び注目される BvM 定理について、その古典的な諸結果がい

かなる経緯で発展してきたのかについてである。事後分布の漸近正規性の起源はどこにあ

り、当時何が問題になり、具体的に何が示されたのであろうか。定理は確率論の数学的拡

張においてのみ発展したのか、それとも統計学と関連しながら発展したのか。さらに、古

典的に考えられた問題は現代の BvM 定理とどう関連しているのか。既存の歴史文献から

はこうした問いへの答えが見えてこないようである。現在において今一度古典的な諸結果

の発展過程を概観し、その歴史的意義を考えることには一定の価値があると思われる。 

本論文は古典的な BvM 定理の歴史的発展を概観し、現代的視点からその歴史的意義を

明らかにするものである。具体的には、1930 年代以前に示された BvM 定理に焦点を当て、

関連する書誌情報、当時の動機、定理の形式、応用例、先駆者らの貢献を整理し、頻度論

統計学との関連を明らかにする。さらに、現代の定理の進展を踏まえた上で、古典的諸結

果の歴史的意義の解明を試みる。特に古典的なモチベーションの解明や頻度論との関わり

に対する理解は今後の定理の進展を見る上で重要である。 

本論文の主要な貢献は以下の点を明らかにしたことである：(1) 古典的な BvM 定理を導

出する動機は貢献者らで大きく異なること、(2) Laplace を始めとする中心極限定理の発展

が強く影響したこと、(3) Bernstein と von Mises の定理の背景には確率の公理化の運動が

あったこと、(4) 既存の学史研究で過小評価された Bayes による近似公式は BvM 定理の萌

芽的成果と評価できること。加えて、尤度関数の任意性や事前分布の特定化からの独立性、

そして区間の同一性の起源はベイズ統計学史の極めて初期に遡れることを指摘し、それが

最初どのように考えられたかを明らかにする。著者の知る限りこれらの点は既存の学史文

献で指摘されておらず、BvM 定理に焦点を当て概観することで明確になった知見である。 

本論文が扱う BvM 定理は、曖昧さの排除のため、以下を満たす結果に焦点を当てる：

ベイズルール（ベイズの定理）を明示し、漸近理論を用いて正確な分散に基づく正規分布

を導出し、かつ歴史的に新しいものであること。ただし、事後分布の漸近正規性を導出す

る背景やモチベーションは時代や貢献者に応じて大きく異なるため、これらの点はこの定

義に入れていない。実際、定理名に帰属する Bernstein と von Mises ですら主要な動機は

全く異なって見える。本論文は数理的事実に応じてこの定義に合致するものを BvM 定理

と見なし、その上で各文献における動機の違いを明らかにする。 

古典的な定理の歴史において重要な進展を含む文献は、以下の六つに集約される：萌芽

的成果として Bayes (1764、1765)、Laplace (1774)、明確に新規的な結果として Laplace 

(1786)、Bienaymé (1838)、von Mises (1919a)、Bernstein (1927) があげられる。ここに

は主要な動機が必ずしもベイズ推論とは限らないものが含まれることに注意したい。また、

Laplace (1812)「確率の解析的理論」は確率論史における重要文献だが、そこで示される

BvM 定理には顕著な新規性がないことに加え、既存の学史文献で詳細が知られるため、本

論文に関わる結果のみを適宜示す。また、新規的な BvM 定理に該当しないがその成立史

に関連する文献として Gauss (1809)、Poisson (1830、1837)、Pearson and Filon (1898)、
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Edgeworth (1908) が挙げられるが、これらについては必要に応じて関連部分に言及する

に留める。また、貢献者らの伝記や他分野における貢献については他書で詳細な報告があ

るため本論文では取り上げない。まとまった伝記は Heyde and Seneta (2001)、

Dictionary of Scientific Biography がある。詳しい伝記や参考文献は、例えば Bayes と

Laplace は Todhunter (1865)、Stigler (1986)、Hald (2010)、Dale (2012)、Bienaymé は

Heyde and Seneta (1977)、Bernstein は Seneta (2013)、Videnskii (2000)、von Mises は

Cramér (1953) を参照されたい。ただし、これら文献のほとんどが BvM 定理に関する詳

細を含んではいない。 

本論文は現代の BvM 定理の理解に動機付けられたものであり、特に“頻度論的な視点

から”ベイズ推論の歴史に焦点を当てるものである。特に頻度論的に事後確率の挙動を調

べることを一部のベイジアンは魅力的とは思わないかもしれない。この点で本論文の視点

は限定的であり、全てのベイジアンから歓迎される歴史的概観ではないであろう。この点

は頻度論者にとっても同様で、一部の頻度論者は事後確率を頻度論的に調べることに懐疑

的かもしれない。また、本論文は学史研究として不十分なものであり、定理の貢献者らの

他の研究との関わりや、確率論や統計学全体の変遷を十分に捉えきれていないことをあら

かじめ指摘しておきたい。本論文はあくまで古典的な定理の発展過程に焦点を当て、その

現代との繋がりの解明を目的としたものである。 

論文の残りの構成は以下である。第 2 節で貢献者の文献別に BvM 定理の諸結果を概観

し、その動機と貢献を明らかにする。第 3 節で現代的な BvM 定理の視点に基づき、古典

的結果の歴史的意義をまとめる。第 4 節で結論付ける。 

 

 

2．古典的 BvM 定理の歴史 

2-1．Bayes (1764, 1765)  

BvM 定理の歴史を振り返るとき、既存の学史文献のほとんどにおいて、その最初に P.S. 

Laplace の名が挙げられる。後に見るように確かに Laplace の成果は疑いようもなく当初

の顕著なものであるが、実は T. Bayes もその萌芽的成果を導出していたことはあまり指摘

されていない。Bayes の導出した事後確率の近似公式を慎重に検討すると、そこには正規

分布に極めて酷似した式が見られる。 

ここで取りあげるのは「偶然性の問題に関する解法の論文」と題された Bayes (1764) で、

ベイズルールが登場する最初の文献と同一のものである。論文は Bayes によって公刊され

たものではなく、1761 年の Bayes の死後、親族の依頼で原稿の整理が託された R. Price

によって 1764 年に公刊されたとされる（Todhunter (1865) など）。論文の構成として、前

半に Price による前書きがあり、続いて Bayes 本人による本論は“問題”と 2 つの節で構

成され、Price による補論で数値例が示される。“問題”では、二項事象の起こる頻度が与

えられた下で未知の成功確率が所与の区間に含まれる確率を決定する問題が提示される。
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1 節では確率の定義と 7 つの命題と（解析学としては不完全な) 証明が示される。2 節では

有名なビリヤードテーブルに球を落とす問題が提示され、3 つの命題と証明が示され、2

節最後半において証明なしで 3 つの“Rule”が示される。ここの命題 9 が今日知られるベ

イズルールの特別の場合であり、Rule 2 がこれから説明する事後確率の近似公式である。

Bayes (1764) では Rule 2 は証明なしで与えられたが、その重要性を認識した Price は翌

年 Bayes (1765)「偶然性の問題に関する解法の論文における Rule 2 の証明」において、

Bayes による証明を公刊した。 

Bayes による事後確率の近似公式は彼の提示したベイズルールと明確に関連するもので

ある。ここで彼の手によるベイズルールを紹介する。彼は本論冒頭で以下の問題を提示す

る：“問題：未知の事象が起きた回数と失敗した回数が与えられたとする。このとき、一

度の試行でその事象が起こる確率が任意に与えた 2 つの値の間にある確率を求める”。こ

の問題に対し彼は命題 9 において、成功が𝑚回、失敗が𝑛 − 𝑚回の計𝑛回観測された下で、

未知の成功確率𝜃が所与の𝜃0, 𝜃1 (0 ≤ 𝜃0 < 𝜃1 ≤ 1) に含まれる確率を、現代の記法で 

𝑃(𝜃0 < 𝜃 < 𝜃1) =
∫

𝑛!
𝑚! (𝑛 − 𝑚)!

𝜃1

𝜃0
𝜃𝑚(1 − 𝜃)𝑛−𝑚𝑑𝜃

∫
𝑛!

𝑚! (𝑛 − 𝑚)!
1

0
𝜃𝑚(1 − 𝜃)𝑛−𝑚𝑑𝜃

 

であることを示す。これはまさに未知の𝜃の事前確率を[0, 1]上の一様分布とした場合のベ

イズルールと同等のものである。彼は補足（Scholium) において事前確率について議論を

行うが、Edwards (1978) によれば、Bayes は事象について前もって何も知らない状況の

表現として一様事前分布を仮定するに至ったようである。上式は現代の記法を用いたもの

であるが、実際には Bayes は積分記号を用いず初等幾何の面積の比として述べている。

Bayes は続く命題 10 で定積分を二項定理から近似し、その計算法を Rule 1 にまとめる。

続く Rule 2 において具体的な事後確率の近似公式を与える。 

Bayes による Rule 2 のモチベーションは、現代の言葉で言えば、𝑛が大きい場合の二項

分布に基づく尤度関数の定積分の近似である。実際、上式分母の積分はベータ関数の性質

より1/(𝑛 + 1)と簡単になるが、分子は𝜃の多項式の定積分であり、特に𝑛が大きい時は計算

が困難である。ベイズルールは積分比として事後確率の計算ルールを提示するものの、所

与の𝑛, 𝑚, 𝜃0, 𝜃1 に対し計算できないのであれば確率計算として有益ではない。そこで、

Bayes は実行可能な公式を解析的近似によって提示するわけである。 

 

命題（Bayes、1764、“Rule 2”） 

ある事象について何も分かっていないが、𝑛回の試行において𝑚回成功し𝑛 − 𝑚回失敗し

たことが分かっていて、𝑛 − 𝑚が𝑚より大きいとき、一回の試行において成功する確率𝜃

が𝑚/𝑛から𝑚/𝑛 + 𝑧にある確率は 

Σ ≤ 𝑃 (
𝑚

𝑛
< 𝜃 <

𝑚

𝑛
+ 𝑧) ≤ Σ ×

1 + 2𝐶𝑎𝑚𝑏𝑛−𝑚 + 2𝐶𝑎𝑚𝑏𝑛−𝑚/𝑛

1 − 2𝐶𝑎𝑚𝑏𝑛−𝑚 − 2𝐶𝑎𝑚𝑏𝑛−𝑚/𝑛
. 
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を満たす。ただし𝐶 = 𝑛!/(𝑚! (𝑛 − 𝑚)!), 𝜏2 = 𝑛3/(2𝑚(𝑛 − 𝑚)),  𝑎 = 𝑚/𝑛,  𝑏 = (𝑛 − 𝑚)/𝑛, 

Σ =
𝑛 + 1

τ
𝐶 (

𝑚

𝑛
)

𝑚

(
𝑛 − 𝑚

𝑛
)

𝑛−𝑚

(τ𝑧 −
τ3𝑧3

3
+

𝑛 − 2

2𝑛

τ5𝑧5

5
−

(𝑛 − 2)(𝑛 − 4)

2𝑛 ⋅ 3𝑛

τ7𝑧7

7
+ ⋯ ). 

 

Rule 2 はΣに基づく近似の誤差限界を与えるが、このとき𝑛 → ∞ で 𝑃 (
𝑚

𝑛
< θ <

𝑚

𝑛
+ 𝑧) =

Σ + 𝑜(Σ) が従うため、Σは事後確率の近似の先導項を意味する。ここで、𝑛が大きければ、

Σの級数部分は正規分布の核の展開を0から𝑧まで定積分したものと漸近同等であることに

注意する。実際、簡単な書き換えと Stirling の公式より𝑛 → ∞において以下である： 

Σ ≈
1

√2𝜋𝑚(𝑛 − 𝑚)/𝑛3
∫ 𝑒

−
𝑛3

2𝑚(𝑛−𝑚)𝑡2

𝑑𝑡.
𝑧

0

 

これは、𝑛が大きければ、実質的に𝜃の事後分布は𝑁 (
𝑚

𝑛
,

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛3 )で近似されることを意味す

る。Bayes による Rule 2 の導出は数学的に曖昧で分かりにくい部分を多く含むが、実質的

に正規性を導いたことが示唆され、それ自体は画期的な成果と言える。実際、近似に用い

られたある対称関数が Bayes (1765、p.298) の図でベルカーブとして描かれるが、これは

正規性を強く示唆するものである。ただし、Bayes は厳密な正規分布の核やその定積分√𝜋

を示していないため、解析的に見て厳密な漸近正規性と呼ぶことは難しいと思われる。し

たがって、本論文ではこれを漸近正規性の発見と呼ぶことは控えたい。それにもかかわら

ず、彼は事後分布の近似的な考察を行うことで、漸近正規に極めて酷似した実行可能な近

似公式の導出に成功したと評価できる。 

さらに、Bayes (1765) の Article 20 の脚注において、おそらく Price によって、（等裾

事後) 信用区間の具体的な構成が見られることは注目すべきである。Rule 2 と近似関数の

変曲点に関する考察から、彼らは成功確率𝜃が区間 
𝑚

𝑛
±

1

√2
√

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛2(𝑛−1)
 に含まれる事後確率は

1/2、
𝑚

𝑛
± √

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛2(𝑛−1)
 に含まれる事後確率は2/3、

𝑚

𝑛
± √2√

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛2(𝑛−1)
 に含まれる事後確率は5/6

と示した。ここでは、区間を含む確率に応じて計算された係数1/√2, 1, √2が分位点の役割

で用いられている。定数√
𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛2(𝑛−1)
 は𝑛と𝑛 − 1の違いを無視すれば √

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛3  で、前述の事後

分布の標準偏差に相当する。彼らは数値例として𝑚 = 1,000、𝑛 − 𝑚 = 100についてそれぞ

れの区間を具体的に10/11 ± 1/163, 10/11 ± 1/115, 10/11 ± 1/181と示した。 

この数値結果と正規近似からの計算を比較したのが表 1 である。まず、所与の水準𝛼に

対し彼らの𝛼/2 −分位点が、標準正規分布のそれを高い精度で近似できている。さらに、

確率1 − 𝛼に応じた区間の境界が標準正規分布を基にした区間の境界と極めて高い精度で近

似できている（小数点第 2 位まで正確である) 。この数値比較は、𝑛が大きければ Bayes
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の近似公式が実質的に正規近似を示していたことを強く示唆する。また Price は信用区間

のアイデアを提示しており、それは標準正規分布を用いたものと極めて近いものである。 

 

 Bayes (1765)   正規近似 

1 − 𝛼 𝛼/2-分位点 下限 上限  α/2-分位点 下限 上限 

0.500 0.707 0.9030 0.9152  0.674 0.9032 0.9149 

0.667 1.000 0.9004 0.9178  0.967 0.9007 0.9175 

0.833 1.414 0.8967 0.9214  1.383 0.8971 0.9211 

表１：Bayes (1765) の“信用区間”と正規近似 

 

驚くべきことに、既存のほとんどの学史文献において、Bayes の Rule 2 は BvM 定理に

関連するものとして評価されていないように思われる。とりわけ Hald (2010) は Bayes の

Rule 2 と正規分布の関連を明確に指摘したにも関わらず、Bayes の貢献を高く評価してい

るようには見えない。最近 Sheynin (2017) がおそらく Rule 2 と正規性の関連を指摘しつ

つ Bayes の貢献を高く評価したものの、信用区間の萌芽を含めた詳細な議論はやはり行っ

ていない。BvM 定理の歴史において Bayes の近似公式に言及すべき根拠は少なくないよ

うに思われる：(1) 近似公式の公刊年 1764 年は後述する Laplace (1774、1786) に先んじ

ること。(2) 事後確率の近似公式に至るモチベーションが Laplace (1786) と大きく変わら

ないこと。(3) 解析学として不完全ながらも証明がわざわざ（翌年) 提出されていること。

(4) 近似公式は実質的に正規分布を意味し、その平均と分散も正しいこと。とりわけ、近

似に用いられた対称関数はベルカーブとして論文中で図示されるが、その曲線は正規分布

と酷似したものである。(5) おそらく Price によって信用区間の概念が数値例と共に明確に

導出され、正規近似の場合と極めて近いこと。これはデータを与えれば実際的な応用が可

能であり、彼らの方法は逆問題の解法の一つとして完結することを意味する。以上の根拠

から、Bayes の近似公式は BvM 定理の歴史において議論なしに省略できるほど無関係の

ものではないと指摘できる。 

Bayes の結果の歴史的重要性は、BvM 定理の萌芽としての事後確率の近似公式である。

とりわけ重要なのは、漸近理論を考え、対称関数による近似を見いだし、正規分布の核と

同等の展開を導き、導出された分散が正確なことである。特に、本来歪んでいるはずの事

後分布をモード周りでベルカーブ型の対称関数で近似できることを既に見抜いている点は

無視できない事実である。この正確で実行可能な近似により、Price によって信用区間が

最初に提示され、それは正規近似による計算と酷似したものである。後に Laplace (1786) 

によって解析的に事後分布の漸近正規性が示され、Laplace (1812) で Laplace による信用

区間が提示されるが、Bayes らのものはそれに少なくとも 20 年先んじる。以上の事実を

踏まえれば、Bayes の結果は BvM 定理の歴史において言及する価値は十分にあると思わ

れる。ただし、解析学として厳密な事後分布の漸近正規現象の発見者は、Laplace に譲ら
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ざるを得ないようであるが、この点について以降の項で明らかにする。 

 

2-2．Laplace (1774)  

BvM 定理の歴史を振り返る上で、その発見者として挙げられるのは Laplace であり、

この点は学史研究においてほぼ同意が得られているようである。実際、彼が示した結果は

極めて一般的な状況における事後分布の漸近正規性であるのみならず、事前分布の独立性

や応用例をも含んだ顕著なものである。彼の示した結果は 1812 年初版の著作「確率の解

析的理論」に含められる。この著作が後続の確率論や統計学の研究者らに多大な影響を与

えたことを考えれば、Laplace の貢献は Bayes とは一線を画するものである。明確な事後

分布の漸近正規性の初出は Laplace (1786) を待たねばならないが、そのおよそ 10 年前の

1774 年にその萌芽が見られる。 

ここで取りあげるのは「事象の原因の確率の論文」と題された Laplace (1774) で、

Bayes と独立に彼がベイズルールを提案した論文として知られるものである。論文は 7 節

に分かれる：I. 序論、II. 原理の提示、III. 問題 I と解法（予測分布と事後分布の漸近理

論) 、IV.  問題 II と解法、V. 問題 III と解法（最適推定) 、VI. 事前分布が考慮に入れられ

る問題、VII. 微分方程式の諸定理。特に、II 節において“原理”が提示され、それは一様

事前分布を仮定したベイズルールと同等のものである。III 節において事後分布の漸近理論

が展開され、この証明中に漸近正規性が現れる。 

Laplace (1774) のモチベーションは原因の確率の決定法の提示とその応用である。彼は

原因の確率の決定法として以下の原理を提示する： 

 

原理：事象が𝑘個の異なる原因により生み出される場合、事象が与えられた

下でこれらの原因の存在する確率はそれらの互いの関係が原因が与えられた

下での事象の確率のようであり、それぞれの原因の存在する確率はその原因

が与えられた下での事象の確率をそれぞれの原因が与えられた下での事象の

確率の全ての合計で割ったものに等しくなる。（著者注：記法は原論文から

変更した） 

 

現在の記法で事象を𝑥、原因を𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑘とする。彼の原理は、事象𝑥を下にした原因𝜃𝑖 , 𝜃𝑗の

確率間の比とそれぞれの原因を下にした事象の確率の比が等しい、すなわち𝑃(𝜃𝑖|𝑥)/

𝑃(𝜃𝑗|𝑥) = 𝑃(𝑥|𝜃𝑖)/𝑃(𝑥|𝜃𝑗)を意味し、特に 

𝑃(𝜃𝑖|𝑥) =
𝑃(𝑥|𝜃𝑖)

∑ 𝑃(𝑥|𝜃𝑗)𝑘
𝑗=1

, 

である。これは各原因の確率が、その原因の下での事象の確率と比例することを意味する。

彼の原理は、逆確率𝑃(𝜃|𝑥)が直接確率𝑃(𝑥|𝜃)に比例することでもって、𝜃の推論の原理とし

て採用したものと言える。言い換えれば、直接確率を用いて逆確率を計算することにより
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推論を行う可能性を提示している。彼の原理がいかなる根拠の下で導出されたかは明瞭で

ないが、これは今日のベイズルールの一様事前確率の場合と同等のものである。ただし、

事前確率の概念はこの原理には現れない。 

続いて Laplace は以下の問題を提示した：“問題 I：壺に未知の比率で無限に多くの白と

黒のチケットがある。そこから白を𝑚回、黒を𝑛 − 𝑚回の計𝑛回引いたとき、新たにチケッ

トを引いて白が出る確率を求める”。これは二項分布に基づく事後予測分布を求める問題

に相当する。この問題に対する解答として、彼はまず白の出る未知確率𝜃の事後密度とし

て積分形の原理を提示する： 

𝜃𝑚(1 − 𝜃)𝑛−𝑚𝑑𝜃

∫ 𝜃𝑚(1 − 𝜃)𝑛−𝑚𝑑𝜃
1

0

. 

これは Bayes (1764) によるベイズルールと同等のものである。その上で彼は事後予測確率

を以下のように計算する：∫ 𝜃𝑚+1(1 − 𝜃)𝑛−𝑚𝑑𝜃/
1

0
∫ 𝜃𝑚(1 − 𝜃)𝑛−𝑚𝑑𝜃

1

0
= (𝑚 + 1)/(𝑛 + 2)。

これはよく知られる Laplace の継起の法則である。この結果を踏まえ、さらに彼は、もし

𝑚、𝑛 − 𝑚が大きければ白の出る確率が白の実際の相対頻度𝑚/𝑛に近づくことを指摘しつつ、

その結果を定理として示した。 

 

定理（Laplace、1774） 

𝑚、𝑛 − 𝑚 が極めて大きいとき、不確実性が確実性にいくらでも近づくようにして、壺

に含まれる白のチケット数の全体のチケット数に対する比率𝜃は、任意に与えた数より

小さい数𝑧 > 0に対して𝑚/𝑛 − 𝑧、𝑚/𝑛 + 𝑧の間に含まれる。 

 

定理は現代の記法で 𝑛 → ∞ につれて 𝑃(𝑚/𝑛 − 𝑧 ≤ 𝜃 ≤ 𝑚/𝑛 + 𝑧) → 1 を意味し、𝜃が相対

頻度を中心とした非常に狭い区間𝑚/𝑛 ± 𝑧 に含まれる事後確率が限りなく1に近づくこと

を意味する。すなわち白の出る確率は“ほぼ確実に”相対頻度に近い値であると推測でき

る。 

事後分布の漸近正規性はこの定理の証明に垣間見える。実際、証明では、事後分布の分

母と分子を今日の Stirling の公式などの漸近理論を用いて評価することで、以下で近似で

きることを示した： 

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡

𝑧√𝑛3/𝑚(𝑛−𝑚)

−𝑧√𝑛3/𝑚(𝑛−𝑚)

. 

ここで、𝑛 → ∞につれて𝑛3/𝑚(𝑛 − 𝑚) → ∞であり、今日 Gauss 積分として知られる 

∫ 𝑒−𝑡2/2∞

−∞
𝑑𝑡 = √2π を示しつつ、上式が1に収束することで定理は示される。注目すべき

は、上式において𝜃の事後分布が𝑁(𝑚/𝑛, 𝑚(𝑛 − 𝑚)/𝑛3)で近似されることを意味する点で

ある。すなわち、彼は𝑛 → ∞につれて𝜃が相対頻度𝑚/𝑛にほぼ事後確率1で近づくことを示

すのみならず、𝜃の事後分布が今日の正規分布に従い、正確な分散まで導出しているので
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ある。ただし、彼は正規分布について何ら言及しないことから、本人がその重要性に気付

いていたかは判然としない。よって、これでもって事後分布の漸近正規性の導出と呼ぶこ

とは難しいように思われる。それにも関わらず、実質的には事後分布の漸近正規性を含む

ことから BvM 定理の萌芽的成果と評価することはできよう。Hald (2010) によれば、

1774 年当時彼は Bayes (1764) を知らなかったとされ、Bayes と独立の成果であるとされ

る。興味深いことに、Bayes と Laplace のいずれもがベイズルールの提案と同時に事後分

布の漸近正規性の萌芽を導出しているのである。 

注意として 1774 年の定理は事後分布の漸近正規性そのものを目標として示されたわけ

ではない。この結果はあくまで、観測数が多いとき白の出る予測確率が相対頻度で近似さ

れることを示そうとした中で暗に示されたものである。Laplace がこの結果に到達する動

機はあくまで予測分布の近似にあったと見られ、この点で Bayes の近似公式とは動機が異

なる。 

 

2-3．Laplace (1786)  

Laplace は 1774 年の論文からおよそ 10 年後、再び、原因の確率に関する論文を発表す

る。取りあげる論文は「極めて大きな数の関数である式の近似法の論文」と題された

Laplace (1785) と翌年の「その続き」Laplace (1786) である。参照論文は再版だが、正確

な初出年はそれぞれ 1782 年、1783 年である。構成は 4 部に分かれる：I. 高次べき乗を伴

う変数をもつ微分可能な関数の近似的な積分 (1-7 節) 、II. 有限および無限小の線形差分方

程式の近似的な積分 (8-18) 、III. これまでの方法の極めて大きな数をもつ様々な関数の近

似への応用 (19-31) 、IV. これまでの解析学の確率論への応用 (32-44) 。1785 年論文は I、

II、III 部を扱い、大きな数を含む関数の積分の近似理論と差分方程式や微分方程式への応

用を含む。1786 年論文は IV 部を扱い、III 部までの数学の応用としてベイズルールに基

づく確率論の諸結果が示される。特に IV 部 35 節で積分によるベイズルールと事前分布の

仮定が提示される。36 節において事後分布の漸近展開が示され、特に漸近正規性を含む近

似公式が示される。39 節以降では得られた近似公式の出生率や予測分布への応用例が示さ

れる。論文の内容は「確率の解析的理論」Laplace (1812) の基礎となるものであるが、そ

こに再掲されない結果も含まれる。 

Laplace (1786) のモチベーションは、原因や未来事象の確率の決定法および大標本にお

ける近似公式とその応用に関連する。序論（32 節) において彼は、決定論的な世界観の中

でさえ生ずる偶然的現象は原因に対する人の無知に還元されることを指摘しつつ、確率と

は原因の無知の表現に関連するものであると述べる。そして、単純な事象の確率が既知で

あれば複雑な事象の確率は組合せ論に帰着することを踏まえつつ、一方で次のように述べ

る： 

 

偶然性の分析において最も興味深いのは、多くの場合、単純事象の確率が未
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知である場合であり、過去の事象の中から未来の推測を導く手がかりを探す

ことである。(中略) この目的のために必要な原理と方法を別の場所で述べた

が（著者注：Laplace (1774)）、この方法は観測される事象の数が多いほどよ

り正確になる利点がある。(中略)  私は新しくここに、多数の単純事象からな

る結果の観察に基づき、これらの事象 (中略) および未来の事象の確率を決定

するための非常に便利な公式を提示する。 

 

彼の問題意識は既知の観測から未知の原因の確率を求める逆問題にあり、1774 年の自らの

原理を踏まえたものであることを確認できる。そこから進んで、試行数が多い状況での公

式について明言しており、実際これが漸近正規性の結果を含む。彼の“便利な公式の提示”

というモチベーションは、純粋数学のみならず、統計的応用を見据えたものであることに

注意したい。 

Laplace は二項事象のような状況を想定しつつも、より一般的な状況を考えた。ある事

象の未知の実現確率を𝜃とし、観測された事象の確率を𝜃の関数として一般に𝑓(𝜃)と置く。

ここで、𝜃の異なる値それぞれを観測結果の“原因”と考え、𝜃が𝜃0, 𝜃1 (0 ≤ 𝜃0 < 𝜃1 ≤ 1) 

に含まれる事後確率を 

∫ 𝑓(𝜃)𝑑𝜃
𝜃1

𝜃0

∫ 𝑓(𝜃)𝑑𝜃
1

0

 

と提示する。ここで、𝑓(𝜃)は𝜃に関して微分可能な任意の関数を考えていることに注意し

たい。この関数は二項確率 𝜃𝑚(1 − 𝜃)𝑛−𝑚 のみならず、大きな数𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑に対してより一

般的な𝑓1(𝜃)𝑚1 ⋯ 𝑓𝑑(𝜃)𝑚𝑑𝜋(𝜃) の形式を許容する。特に、彼は強調こそしないものの、事後

確率に微分可能な非一様事前分布 𝜋(𝜃) が入ることを許容する。実際、彼は 35 節において 

 

観測された結果とは独立に考えたときに、もし𝜃の各値が同等に可能でない

ならば、その確率を表す𝜃の関数を𝜋と名付けると、直前の公式において𝑓を

𝑓𝜋に変えれば十分である。このことは、𝜃のすべての値が同等に可能である

と仮定し、観測された結果は、確率がそれぞれ𝑓と𝜋である 2 つの独立な結果

から形成されると考えることに帰着する。このようにしてすべての場合を、

𝜃の異なる値にすべて同等な可能性を仮定できる場合に帰着してよい。（著者

注：記法は原論文から変更した）  

 

慎重に読めば分かるように、彼は事前分布𝜋(𝜃)に一様分布を仮定すると言っているのでは

なく、𝑓(𝜃)𝜋(𝜃)により再び𝑓(𝜃)と読み直せば、一般性を失わずに一様分布と仮定した場合

と同じ形式に帰着できると言っている。実際、以下に示す彼の公式の証明においても𝜋(𝜃) 

に非一様分布が許容されている。したがって、彼はここで非一様事前分布を許容した一般
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的なベイズルールを提示した。 

ここで、Laplace の公式を紹介する。𝑓(𝜃)の最大価を𝜃とする。このとき、Laplace は𝜃

の事後分布について以下の近似公式を示した。 

 

公式（Laplace、1786） 

未知𝜃が𝜃より小さな任意の定数𝑐以下となる確率は、𝑛 → ∞において、以下の公式で与

えられる： 

𝑃(𝜃 ≤ 𝑐) =
1

√𝜋
∫ 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

𝑇

−
𝑒−𝑇2

4√𝜋
(−

1

2

𝑑2 log 𝑓 (𝜃)

𝑑𝜃2
)

−3/2
𝑑3 log 𝑓 (𝜃)

𝑑𝜃3
+ ⋯. 

ただし、𝑇2 = log 𝑓 (𝜃) − log 𝑓 (𝑐). 

 

公式は𝑛が大きいとき事後分布の近似の先導項が正規分布の定積分になることを意味し、

事後分布の漸近正規性が明確に示されている。公式を提示した直後に彼は、“積分∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

はこの分析で頻繁に遭遇するため、𝑡 = 0から𝑡 = ∞までの積分の値の表を作成することは

非常に有用であろう”と述べる。ここに当時まだ特別に名を付されていない正規分布の有

用性に言及している。さらに、彼は右辺第二項において高次の展開まで評価していること

も注目すべきである。 

Laplace の公式では漸近分散が明確ではないが、独立同一分布に相当する𝑓(𝜃)の設定で

は、漸近的に事後分布は最尤推定値を平均、Fisher 情報量の逆数を分散とする正規分布に

従う。実際、𝑓(𝜃) = 𝜋(𝜃) ∏ 𝑓𝑖(𝜃)𝑛
𝑖=1 という例を考え、𝐽(𝜃) = − ∑

𝑑2 log 𝑓𝑖(𝜃)

𝑑𝜃2
𝑛
𝑖=1 とおく。もし𝜃

と𝑐が近ければ、テーラー展開から近似的に𝑇2 ≈ (𝜃 − 𝑐)
2

𝐽(𝜃)/2が従う。このとき𝑐 = 𝜃 −

𝑧 (𝑧 > 0)とすると、近似の先導項は以下で近似できる： 

𝑃(𝜃 − 𝑧 ≤ 𝜃) ≈
1

√2𝜋𝐽(𝜃)
−1

∫ 𝑒−𝐽(�̂�)𝑡2/2
∞

−𝑧

𝑑𝑡. 

これは𝜃の事後分布が𝑁 (𝜃, 𝐽(𝜃)
−1

) に従うことを意味する。ここで𝜃は𝜋(𝜃)を含めた𝑓(𝜃)

の最大価であり最尤推定値と同じではないが、𝑛が大きいとき𝑓(𝜃)の中において∏ 𝑓𝑖(𝜃)𝑛
𝑖=1

が支配的になるため、適当な正則条件の下で𝜃は最尤推定値と漸近同等である。したがっ

て、この帰結は BvM 定理に相当する結果である。 

さらに、𝐽(𝜃)は𝜋(𝜃) に依存しないため、事前分布は 1 次の近似の意味で事後分布に影響

しない。後述する von Mises と Bernstein は 20 世紀にやや異なる枠組みにおいてこの帰

結を証明し、その貢献を強調することになるが、Laplace の結果はそれらに先んじること

になる。Laplace はこの公式において事前分布に言及しなかったため、二人は Laplace の

結果がそれを含むことに気付かなかったようである。Laplace の結果は事前分布の独立性
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を数学的に含むが、言及がないのである。Laplace が非一様事前分布を扱い、事後分布の

漸近正規性に事前分布が影響しない事実は Hald (2010) においても指摘されている。 

Laplace の BvM 定理に関連する貢献の一つとして、その実証問題への適用が挙げられ

る。彼は 39 節において上記の近似公式を出生率の推測へ応用し、これは BvM 定理を用い

た最初の実証例である。男子と女子の出生数をそれぞれ𝑚、𝑛 − 𝑚とし、男子の真の出生率

を𝜃とする。1745 年から 1770 年のパリにおける観測値𝑚 = 251,527、𝑛 − 𝑚 = 241,945を

用いて、男子の出生率が1/2より高い事後確率を1 − 10−42、つまり限りなく1に近いことを

示す。これにより彼は“パリで観察された男子の出生数が女子を上回ることは、男子の出

生の可能性が高いためであると考えて間違いないであろう”と結論付ける。より正規近似

が意味を持つ小標本の例として、フランスのビトー村の観測値𝑚 = 203、𝑛 − 𝑚 = 212を用

いて、女子の出生率が男子より高い事後確率を求める。正規近似に関する公式はこの例で

は以下に帰着する： 

𝑃 (𝜃 ≤
1

2
) =

1

√𝜋
∫ 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
∞

𝑇

+
𝑒−𝑇2√2(2𝑚 − 𝑛)

√𝜋𝑚𝑛(𝑛 − 𝑚)
, 

ただし、𝑇2 = 𝑚 log 𝑚 + (𝑛 − 𝑚) log(𝑛 − 𝑚) − 𝑛 log(𝑛/2)。 これを用いて、女子の出生率の

方が男子より高い事後確率は0.6702と計算し、“この可能性はおよそ2/3で示されているに

過ぎず、相当数の出生が観測された全ての都市と同様に、ビトー村においても男子の出生

率が女子よりも大きいと考える類推と整合をとるには、あまりに低すぎる”と結論付ける。

ここにはある種の“検定”に近いアイデアが垣間見える。 

この応用例は実証研究としても興味深いが、20万という大きな数のべき乗を含む多項式

の積分計算の困難さを明確にする点でも重要である。観測数が極めて大きい場合の事後確

率の計算は生来的に定積分の問題を含み、それまで知られた数学で直接的に解けなかった

ことがこの近似公式に結びついている。事後確率において漸近理論を考えることは、純粋

数学的な興味のみならず、多数の観測値を直接扱う応用から自ずと要請された側面を持つ

ことをここに確認できる。 

Laplace の結果の歴史的重要性は、BvM 定理の発見とその解析的理論の提示にあると言

える。1774 年の二項分布における萌芽的成果に続き、1786 年に彼は事後分布の漸近正規

性を明確に発見した。彼はベイズルールが事前分布を含む形式で提示し、事前分布の事後

分布への独立性をも本質的に示した。Hald (2010) によれば、Laplace は 1781 年には

Bayes (1764) を知っていたとされるが、そうだとしてさえ、信用区間の導出を除き 1786

年の結果は Bayes の成果を顕著に改善したものである。さらに、彼は二項分布に留まらず、

1 次元パラメータを伴う一般の滑らかな尤度関数に拡張して漸近正規性を示しており、こ

の点は画期的である。彼は尤度関数の関数形が正規性の帰結に本質的でないことをこの時

点で既に見抜いていたと思われ、これはまさに中心極限定理のベイジアンアナロジーであ

る。ここでは詳しく取りあげないが、Laplace (1812) では自身の BvM 定理を再掲しつつ、

さらに (de Moivre-) Laplace の定理（邦訳 p.259) とその逆用法による信頼区間（p.261) 、
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BvM 定理に基づく信用区間（p.335) 、2 次元 BvM 定理の略証（p.337) を含む。これらの

成果を踏まえれば、疑いなく彼は BvM 定理の先駆者と評価できるであろう。加えて、彼

による中心極限定理は確率論や統計学のみならず、その後の BvM 定理の進展にも影響を

もたらすことになるが、この点を以降の項で明らかにする。 

 

2-4．Bienaymé (1838)  

Laplace により発見された BvM 現象について、次に進んだ結果を示したのは Bienaymé

である。取りあげる論文は「観測値の平均の確率に関する論文 - Laplace ルールの直接的

証明」と題された Bienaymé (1838) で、参照文献は再版だが初出は 1834 年である。彼の

結果には新規性が認められるにも関わらず、Le Cam や Bernstein による文献には引用さ

れず、どうやらその貢献は広くは認識されていないようである。von Mises (1919a) は

Bienaymé の結果を引用し、Heyde and Seneta (1977) は BvM 定理のことを“Bienaymé-

Mises result”と呼び、彼の貢献を強調した。論文は冒頭で確率論の逆問題と統計学への

問題意識が述べられ、本論において二項分布、三項分布、そして多項分布における 1 次元

パラメータの事後分布の漸近正規性が示される。結果それぞれについて今日の信用区間の

構成がなされる。証明は現代の解析学から見れば厳密ではないが、詳細な数値分析により

補完されている。 

Bienaymé は数学的には多項分布のパラメータの事後分布の漸近正規性を示した。この

点については疑いの余地はないようである。しかし、彼が純粋なベイズ問題の中で事後分

布の漸近正規性に到達したかというと、実はそうではない。序論において彼は、二項事象

の成功確率が既知の下で頻度が観測される確率を調べる問題だけでなく、観測された頻度

を基に未知の成功確率を推測する逆問題が社会経済等の統計的研究で重要であることを指

摘する。その逆問題へのアプローチとして、(1) ベイズルールを用いる方法、(2) de 

Moivre-Laplace の定理の逆用法の二つを挙げ、彼は後者がモチベーションであると明言す

る。すなわち、Bienaymé のモチベーションは純粋なベイズ問題にはないことになる。 

ここでまず de Moivre-Laplace の定理の逆用法を説明する。ある二項事象の未知の成功

確率を𝜃とし、𝑛回の試行が行われ、成功が𝑚回観測されるとする。このとき de Moivre-

Laplace の定理（Laplace (1812)) から、直接確率で以下が従う： 

𝑃 (𝜃 − 𝑧√
𝜃(1 − 𝜃)

𝑛
≤

𝑚

𝑛
≤ 𝜃 + 𝑧√

𝜃(1 − 𝜃)

𝑛
) →

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡

𝑧

−𝑧

. 

ここで左辺を同値的に書き換えると、次を意味する： 

𝑃 (
𝑚

𝑛
− 𝑧√

𝜃(1 − 𝜃)

𝑛
≤ 𝜃 ≤

𝑚

𝑛
+ 𝑧√

𝜃(1 − 𝜃)

𝑛
) →

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡

𝑧

−𝑧

. 

このとき、もし𝜃に関する区間の境界に未知数が無ければ、𝜃の信頼区間を構成できる。も
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し境界に未知の𝜃がある場合でも、𝜃を既知の𝑚/𝑛で置き換えることが正当化されるならば 

𝑃 (
𝑚

𝑛
− 𝑧√

𝑚(𝑛 − 𝑚)

𝑛3
≤ 𝜃 ≤

𝑚

𝑛
+ 𝑧√

𝑚(𝑛 − 𝑚)

𝑛3
) →

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡.

𝑧

−𝑧

 

を意味し、𝜃の信頼区間𝑚/𝑛 ± 𝑧√𝑚(𝑛 − 𝑚)/𝑛3を構成できる。ただし、𝑧は標準正規分布の

分位点である。このような“置き換え”による信頼区間の構成法は Laplace (1812、邦訳

p.261) で最初に提示され、Bienaymé は“Laplace のルール”と呼んだ。また、直前の式

は (de Moivre-) Laplace の定理における𝜃と𝑚/𝑛が全て逆転した形をとるため、“Laplace

の定理の逆用法（inverse) ”とも呼ばれる（Todhunter (1865)、Keynes (1921) など）。た

だし、上記の命題はあくまで直接確率による漸近正規性であることに注意したい。 

実は、Laplace (1812) はこの置き換えによる区間の構成法を提示しつつも、直接確率に

おけるその正当性すなわち置き換え誤差が直接確率で漸近的に無視できることを厳密に証

明していない。それどころか、置き換えの提示の直後の言及において唐突に“原因の確率

から直接にこれらの結果に到達することもできる”と述べ、BvM 定理との混同が後に議論

になったようである（この議論は Todhunter (1865) が詳しい。他に Czuber (1899)、

Keynes (1921)）。同書第 6 章には Laplace (1786) で得た二項分布に関する BvM 定理が再

掲されるが、もちろんこれはベイジアンであり、直接確率の下での置き換えの厳密な証明

を含まない。今日では、直接確率の下で置き換え誤差を無視できることは大数の法則と

Slutsky の補題によって簡潔に正当化されている。しかし、1830 年代当時はこの事実につ

いてまだよく分かっていなかったようである。 

Bienaymé のモチベーションはまさにこの“置き換え”に関連する。彼の目的は置き換

えの正当化にあると思われるが、それを直接確率の下で正当化することは目指さなかった。

彼のモチベーションは、置き換えで得られる信頼区間と同じ境界を、“置き換えせずして”

BvM 定理によって直接得られることを示すことだったようである。実際、序論後半におい

て、彼は Laplace のルールの科学研究における重要性を説きつつ、Laplace のルールを使

用することなく境界の定数√
𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛3 を見つける方法を確立することが論文の目的であると

述べる。このために、彼はベイズルールから事後分布の漸近正規性を導くことで、その信

用区間の境界に定数√
𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛3 が直接現れることを示した。すなわち、彼は Laplace の定理

の逆用法の正当化を動機としながらも、その正当化にベイズアプローチを用いた。この点

は非常に混乱を招く部分であると思われる。 

Heyde and Seneta (1977) は Bienaymé の結果を“de Moivre-Laplace の定理の逆用法

の厳密な証明へのベイズアプローチによる最初の例”との文言で評価した。しかし結果的

には、彼の結果は置き換え誤差が漸近的に消えることのベイズ的正当化にはならないし、

またそれを直接確率でも示していない。Bienaymé が示した命題は事後確率の漸近正規性
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とそれを基にした信用区間の構成である。そうして、未知を既知で置き換えた際の境界の

定数と同じものが、BvM 定理により置き換え操作を経ることなく直接的に得られることを

示した。 

ここで Bienaymé が示した新規的結果を紹介する。まず、二項事象が𝑛回試行され、𝑚1

回成功、𝑚2回失敗するとし、成功と失敗の未知確率を𝜃1, 𝜃2 (𝑚1 + 𝑚2 = 𝑛, 𝜃1 + 𝜃2 = 1)と

する。任意の既知定数𝛾1, 𝛾2に対し、興味あるパラメータは𝜃1, 𝜃2の線形結合とする： 

𝑣 = 𝛾1𝜃1 + 𝛾2𝜃2. 

𝑣の標本対応として𝜇 = 𝛾1𝑚1/𝑛 + 𝛾2𝑚2/𝑛とする。もし𝛾1 = 1, 𝛾2 = 0なら𝑣は𝜃1を意味する

ため、𝑣の推測は𝜃1, 𝜃2を個別に推測する状況を含む。𝑣を推測対象とする根拠について

Bienaymé は論文で明言していないようだが、これは𝜃1, 𝜃2の一般化というより、むしろ誤

差論への応用を見据えたものと思われる。実際この設定を、もし成功すれば𝛾1、失敗すれ

ば𝛾2が値として“観測”されると見なせば、𝑣は“観測値”𝛾𝑗の期待値を意味し、観測しよ

うとする未知量の真値と見なせる。ただし、実際に彼の目的が誤差論にあったかどうかに

ついては明瞭なことは言えないようである。 

さて、動機に関する不明瞭な点を一度脇に置きつつ、Bienaymé の示した数学的命題を

説明する。彼はベイズルールを明示しつつ、𝑣の事後確率として以下の命題を示した。 

 

命題（Bienaymé、1838） 

𝑛 → ∞につれて、𝑣の確率は 

𝑃 (𝜇 − 𝑧√
𝑚1𝑚2(𝛾1 − 𝛾2)2

𝑛3
≤ 𝑣 ≤ 𝜇 + 𝑧√

𝑚1𝑚2(𝛾1 − 𝛾2)2

𝑛3
) →

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑡2/2

𝑧

−𝑧

𝑑𝑡. 

 

この結果に基づき、Bienaymé は𝑣の信用区間を𝜇 ± 𝑧√𝑚1𝑚2(𝛾1 − 𝛾2)2/𝑛3と提示した。こ

こで𝛾1 = 1, 𝛾2 = 0とすれば、𝜃1の信用区間𝑚1/𝑛 ± 𝑧√𝑚1𝑚2/𝑛3を得て、de Moivre-Laplace

の定理の逆用法に基づく信頼区間と厳密に同じものをベイズから直接得たことを意味する。

彼の結果はそれより一般的なものである。ただし前述のように、命題では置き換え誤差が

無視できることを直接確率で示したわけではなく、またそれをベイズ的に示したものでも

ない。したがって、命題は信頼区間そのものの正当化にはなっていない。彼の結果はあく

まで Laplace による置き換えから得られる√𝑚1𝑚2/𝑛3と同一の定数を BvM 定理から直接

得られるということである。 

さらに、Bienaymé は多項分布に伴う 1 次元パラメータの結果を示した。𝑑個の異なる

事象について、それぞれの実現確率を𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑とし、それぞれの事象を𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑回観測す

るとする(∑ 𝜃𝑗
𝑑
𝑗=1 = 1, ∑ 𝑚𝑗

𝑑
𝑗=1 = 𝑛)。既知定数𝛾1, ⋯ , 𝛾𝑑について、興味ある線形結合パラメ

ータとその標本対応は以下である： 
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𝑣 = ∑ 𝛾𝑗𝜃𝑗

𝑑

𝑗=1

, 𝜇 = ∑ 𝛾𝑗𝑚𝑗

𝑑

𝑗=1

/𝑛. 

もし𝛾𝑗 = 1, 𝛾𝑘 = 0 (𝑘 ≠ 𝑗)なら𝑣は𝜃𝑗の推測を含む。ただし、この設定は多次元の推測は許

容しない。もし𝑑個の事象それぞれについて、𝛾1, ⋯ , 𝛾𝑑が値として“観測”されると考える

ならば、𝑣は観測値の期待値、𝜇は観測値全体の標本平均である。ここで、改めて直接確率

の立場から確率変数としての𝜇の標本分布を考えてみると、𝜃𝑗 , 𝛾𝑗を固定的と見なすことで、

独立同一分布に関する Laplace (1810a、b) の中心極限定理は𝜇 ∼ 𝑁 (𝑣,   ∑ (𝛾𝑗 − 𝑣)
2

𝜃𝑗
𝑑
𝑗=1 /𝑛)

という結果を含むことに注意したい。このとき、分散の未知𝜃𝑗を既知𝑚𝑗/𝑛で置き換えれば、

𝑣の頻度論信頼区間は𝜇 ± 𝑧√∑ (𝛾𝑗 − 𝜇)
2

𝑚𝑗
𝑑
𝑗=1 /𝑛2 で与えられることが示唆される。

Bienaymé による明言はないものの、おそらく Laplace のこの結果を踏まえた上で、彼は

ベイズアプローチに基づき以下を示した： 

 

命題（Bienaymé、1838、多項分布） 

𝑛 → ∞につれて、𝑣の確率は 

𝑃 (𝜇 − 𝑧√
∑ (𝛾𝑗 − 𝜇)

2
𝑚𝑗

𝑑
𝑗=1

𝑛2
≤ 𝑣 ≤ 𝜇 + 𝑧√

∑ (𝛾𝑗 − 𝜇)
2

𝑚𝑗
𝑑
𝑗=1

𝑛2
) →

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑡2/2

𝑧

−𝑧

𝑑𝑡. 

結果から彼は𝑣のベイジアン信用区間𝜇 ± 𝑧√∑ (𝛾𝑗 − 𝜇)
2

𝑚𝑗
𝑑
𝑗=1 /𝑛2を明示した。これは確かに、

Laplace の中心極限定理と置き換えに基づく𝑣の信頼区間と同一の区間を、置き換えの議論

を一切経由せずに BvM 定理から直接導出したことを意味する。すなわち、彼が序論で述

べた目的をここに達成したことになる。ただし、やはり命題は信頼区間そのものの正当化

にはなっていない。 

まとめとして、彼は多項分布のパラメータの線形結合に関する新規的な BvM 定理を示

した。彼のモチベーションは Laplace の定理の逆用法にあり、区間の未知を既知で置き換

えることなくベイズアプローチから直接的に区間の境界を計算することにあったようであ

る。彼の本来のモチベーションは純粋なベイズ問題にはないようだが、結果として、ベイ

ジアン信用区間の構成と置き換えに基づく信頼区間が一致することを証明した。モチベー

ションにおいて明瞭でない点は残るものの、数学的には新規的な結果を導出した貢献が認

められる。ただし、彼の結果において事前分布は全く考慮されないことをここで指摘して

おく。 

Bienaymé の結果の歴史的重要性は、信頼区間と信用区間の同一性と、それぞれの区間

を互いに代替的に計算する可能性を示したことと言える。これは例えば信頼区間を計算す
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ることが困難な頻度論推測において、計算された信用区間を信頼区間として代用できる可

能性を示唆する。中心極限定理単独ではこの可能性を決して示唆しないため、BvM 定理は

一見奇妙なこの方法の正当化に意義を持つことになる。特に、この代替の可能性について

Laplace は明言していないことに注意したい。Laplace (1812) は中心極限定理の逆用法と

BvM 定理の両方を示し、それぞれを基にした区間が結果的に一致する事実に短く言及した

が（邦訳 p.261) 、互いを代用する可能性を指摘しなかった。区間が一致することと、一方

の区間をもう一方の区間で代用する可能性を指摘することには考え方に飛躍があると思わ

れる。この意味で、Bienaymé が提起した区間の代用可能性は画期的なもので、現代にお

いて重宝される BvM 定理の重要な特徴の一つである（Chernozhukov and Hong (2003)、

Kitagawa et al. (2020)) 。加えて、Heyde and Seneta (1977) は Bienaymé の意義につい

て、区間の同一性により異なる手法間の違いが消え去ることを示唆する点に置いた。この

点は重要であり、BvM 定理は異なる流派の推論間でロバストな結果をもたらす可能性を示

唆する。Bienaymé によって示唆されたこれらの可能性は、ベイジアンの研究が直接的に

頻度論の役に立ち、またその逆もあることを明確にする。 

 

2-5．von Mises (1919a)  

Bienaymé による結果以降の 19 世紀は、しばらくの間 BvM 定理に進展は現れなかった

ようである。この理由はおそらく 19 世紀初頭以降の確率論の興味が逆確率（ベイズ推論）

から直接確率すなわち中心極限定理、誤差論、最小二乗法などを中心としたものへ移行し

たことが考えられる。また、Cournot などによる主観確率や一様事前分布の批判も理由の

一つに考えられる。Laplace ですら、1810 年周辺における中心極限定理の発見以降、彼の

興味は逆確率から遠ざかったとされる（Hald (2010)）。次に BvM 定理に進展が現れるの

は 20 世紀に入ってからで、ほぼ同時期に、おそらく独立に von Mises と Bernstein によ

ってなされる。 

ここで取りあげる論文は「確率論の基本定理」と題された von Mises (1919a) である。

同年に有名な“コレクティフ”に基づく確率の公理化に関する論文 von Mises (1919b) を

公刊するが、1919a が先に書かれている。これら二論文は互いを引用しており、互いを補

完する性格を持つようである。論文の内容の一部は、後に彼の書籍「確率計算とその統計

及び理論物理学への応用」von Mises (1931) においても取りあげられる。確率の公理化や

確率の哲学において 1919b が引用されることは多いが、BvM 定理を含む 1919a はそれほ

ど広くは認知されていないようである。なお、1919a で扱われる中心極限定理は Fischer 

(2011) で詳細に取り上げられている。論文の構成は二部に分かれる：第 I 部 解析学的開発、

第 II 部 確率論への応用。I 部は 6 節で構成され、II 部の基礎となる解析学と証明が示され

る。II 部は 4 節で構成され、コレクティフの定式化に基づく確率論と漸近理論、その応用

が展開される（7. 二項数、ベルヌーイ、ポワソンの場合とその一般化、8. 第一基本定理、

9. ベイズ問題とその一般化、10. 第二基本定理) 。特に 8 節において中心極限定理、大数の
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法則が取りあげられ、9 節と 10 節において事前分布を許容した BvM 定理、多項分布に基

づく多次元 BvM 定理、そしてより一般化された BvM 定理が取りあげられる。von Mises

は確率の頻度説の創始者として知られるが、興味深いことに、彼は事前確率と事後確率を

すべて頻度と捉えてベイズ問題を扱ったようである（von Mises (1964)) 。 

 

von Mises (1919a) のモチベーションは序論冒頭に要約されている： 

 

過去数十年の確率論の発展を追う者なら誰もが、数理科学のこの分野が 2 つ

の点で他の全ての分野に著しく遅れているという印象を受けずにいられない

であろう。1 つには、ロシアの数学者による少数の研究を除き、確率論の解

析的定理は他の解析学の分野では当然のこととなって久しい定式化と証明の

正確さを欠いている。2 つめに、いくつかの価値あるアプローチにもかかわ

らず、数学分野としての確率論の基礎については未だにほとんど明確ではな

い。（中略）本研究は前者の不足を補うために、確率論における一連の個別

問題を統一的かつ一般的な解析学の観点から取り扱うことを試みる。 

 

彼は当時の確率論に関する二つの問題として (1) 確率論の解析的定理における定式化と証

明の不正確さ、(2) 確率論の基礎が未確立であること、を指摘しつつ、1919a で前者に取

り組むと述べる（後者は 1919b で扱われる) 。これより彼のモチベーションは確率漸近理

論の正確な定式化と証明にあることが明確になる。これは大数の法則、漸近正規性、誤差

論などの諸定理について、直接確率のみならずベイジアンを含めて一つの枠組みで統一的

に扱う試みである。1919a はこうした確率論の統合という大きな問題意識の下で諸結果が

示されており、そこに一般化された BvM 定理が含まれる。 

von Mises の BvM 定理のモチベーションは次の三点に関連すると思われる：(1) 数学的

一般化、(2) 中心極限定理との対比、(3) コレクティフによる確率論の正当化。特に (2) は

注目すべき点であり、彼は Laplace や Bienaymé の BvM 定理を一般化するのみならず、

当時確率論における中心的テーマであった中心極限定理との対比も動機になっていたよう

である。実際、彼は中心極限定理と自身の BvM 定理を、それぞれ確率論の“第一基本定

理”と“第二基本定理”と呼び、対照的かつ同格に扱う。より具体的には、直接確率とベ

イジアンそれぞれの漸近正規性、誤差論への応用、そして大数の法則を並列的に記述する。

後の von Mises (1931、p.198-199) では直接確率とベイジアンの諸結果を表形式で対比し、

互いのある種の双対的関係すら示唆した。この記述は現代の確率論体系には見られない極

めて興味深いものである。彼は二群の諸結果の類似性を偶発的なものとは見なさず、相互

の関連性を強調するのである。BvM 定理の一般化の方向性も、中心極限定理の形式と対応

するように行っている。おそらく、このように二群の確率漸近理論の統合を強調すること

で (3) をも同時に目指したものと思われる。 
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von Mises が示した新規的結果として、まず𝑑個の値をとる多項分布の𝑑 − 1次元パラメ

ータに関する BvM 定理を紹介する。異なる𝑑種類の球が多く入った壺から𝑛個の球を取り

出す問題を考える。それぞれの種類の球が取り出される確率を𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑、実際に取り出さ

れた個数を𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑 とする (∑ 𝜃𝑗
𝑑
𝑗=1 = 1, ∑ 𝑚𝑗

𝑑
𝑗=1 = 𝑛)。𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑−1 の同時事前密度は

𝜋(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑−1) = 𝜋1(𝜃1) ⋯ 𝜋𝑘−1(𝜃𝑑−1)とする。このとき、取り出した結果が𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑑であ

る下での𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑−1の同時事後密度は、ベイズルールに基づき 

𝜋(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑−1)𝜃1
𝑚1 ⋯ 𝜃𝑑−1

𝑚𝑑−1(1 − ∑ 𝜃𝑗
𝑑−1
𝑗=1 )

𝑚𝑑

∫ ⋯ ∫ 𝜋(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑−1) 𝜃1
𝑚1 ⋯ 𝜃𝑑−1

𝑚𝑑−1(1 − ∑ 𝜃𝑗
𝑑−1
𝑗=1 )

𝑚𝑑
𝑑𝜃1 ⋯ 𝑑𝜃𝑑−1

. 

ただし、分母の積分領域は∑ 𝜃𝑗
𝑑
𝑗=1 = 1を満たす範囲である。 

 

定理（von Mises、1919、多項分布） 

異なる𝑑種類の球の入る壺から極めて多くの球を取り出すとき、それぞれの種類の球を

一度取り出す確率𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑−1の同時事後密度は、事前密度にかかわらず、次の𝑑 − 1変量

正規分布に従う： 

𝑃 (𝜃1 ≤
𝑚1

𝑛
+

𝑧1

√𝑛
, ⋯ , 𝜃𝑑−1 ≤

𝑚𝑑−1

𝑛
+

𝑧𝑑−1

√𝑛
)

→
1

√𝜋𝑑−1𝑚1 ⋯ 𝑚𝑑/𝑛𝑑
∫ ⋯

𝑧1

−∞

∫ 𝑒−𝑄(𝜃1,⋯,𝜃𝑑−1)/2𝑑𝜃1

𝑧𝑑−1

−∞

⋯ 𝑑𝜃𝑑−1, 

ただし、𝑄(𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑−1) = 𝑛 ∑ 𝜃𝑗
2𝑑−1

𝑗=1 /𝑚𝑗 + 𝑛(∑ 𝜃𝑗
𝑑−1
𝑗=1 )

2
/𝑚𝑑. 

 

定理は多次元パラメータの同時分布での漸近正規性を意味し、Laplace と Bienaymé の結

果を一般化した新規的なものである。さらに結果は事前分布が漸近分布に依存しないこと

を意味し、彼はその点を明確に強調する。正規分布に従う変数の線形写像は再び正規分布

である事実に注意すれば、この定理は Bienaymé の多項分布の結果を含むことが分かる。 

次に、von Mises による最も一般化された結果として“第二基本定理”を紹介する。こ

の記述には、コレクティフの定義やそれに伴ういくつかの特別な概念が必要になる。特に

コレクティフは確率変数という概念を持たず、その記述は現在の Kolmogorov のものと極

めて異なる。したがって、それらをここで詳しく記述するのはあまり有益ではない。とこ

ろが実は、彼の設定は現代の言葉に翻訳すれば標準的な正則条件と本質的に近いものであ

る。そこで、やや不完全な記述になることを断った上で、以下では現代の言葉に翻訳した

結果を紹介する。 

𝑑次元パラメータベクトルを𝜃とし、パラメータ空間を𝑅𝑑の部分集合𝛩とする。大きさ𝑛

の独立な観測値を𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛とし、𝜃の下で𝑥𝑖が実現する確率を𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃)とする。この設定は観

測値の非同一分布を許容する。𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃)に対する正則条件として、𝜃に関し一意の最大価を

持ち、かつ𝜃に関して3回連続微分可能で全ての導関数が下からも上からも一様に有界と仮

定する。𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃)の𝜃に関する最大価を𝜃�̅�とし、𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃�̅�) = 1と仮定する。𝜃の同時事前密度
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𝜋(𝜃)に対し同様の滑らかさの正則条件を仮定する。ベイズルールから𝜃の事後密度は以下

である： 

𝜋(𝜃) ∏ 𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃)𝑛
𝑖=1

∫ 𝜋(𝜃) ∏ 𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃)𝑑𝜃𝑛
𝑖=1𝛩

. 

ここで𝐽𝑖 = −
∂2 log 𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃�̅�)

∂θ ∂θ𝑇 とし、𝐽 ̅ =
1

𝑛
∑ 𝐽𝑖

𝑛
𝑖=1 を可逆とする。また�̅� = 𝐽−̅1 1

𝑛
∑ 𝐽𝑖𝜃�̅�

𝑛
𝑖=1 とする。 

 

定理（von Mises、1919、“確率論の第二基本定理”） 

すべての𝑖に対し、𝑓𝑖(𝑥𝑖|𝜃)は正則条件を満たすとする。このとき𝑛 → ∞につれて、𝑑次元

パラメータ𝜃の事後分布は、�̅�を平均、(𝑛𝐽)̅−1を分散とする𝑑変量正規分布に従う。 

 

定理では事前密度と尤度関数はともにパラメトリックに特定化されておらず、正則条件を

満たす任意の関数が許容されている。von Mises の実際の第二基本定理はおそらく変数の

正規直交化を用いることで漸近分散を記述しないが、簡単な計算から本質的に(𝑛𝐽)̅−1であ

ることを確認できる。定理は標本の非同一性を許容する一般的な命題だが、�̅�の解釈は難

しい。定理は同一分布の場合も同様に証明でき、実際∏ 𝑓(𝑥𝑖|𝜃)𝑛
𝑖=1 の最大価を𝜃とすると、

事後分布は𝑁 (𝜃, (𝑛𝐽(𝜃))
−1

) , 𝐽(𝜃) = −
1

𝑛
∑

𝜕2 log 𝑓(𝑥𝑖|𝜃)

𝜕𝜃𝜕𝜃𝑇
𝑛
𝑖=1  である。情報等式を仮定すれば、

このとき事後分布の平均は最尤推定値、分散共分散行列は Fisher 情報行列の逆行列と漸近

同等であり、結果は今日知られる独立同一分布における BvM 定理のバージョンである。

ただし、彼はこの定理に関し𝜃の信用集合（区間) の構成については議論していない。 

第二基本定理を誤差論へ適用した例を紹介する。彼は計測したい未知量について、その

観測値に基づきベイズ推測を行うという誤差論を示した。ここで、ある未知量の真値𝑥を

知るために𝑛回の観測を行うとする。観測ごとに𝑑種類の観測値𝛾1, ⋯ , 𝛾𝑑のどれかが得られ

るとし、それぞれの得られる確率を𝜃1, ⋯ , 𝜃𝑑、実際に観測された頻度を𝑚1/𝑛, ⋯ , 𝑚𝑑/𝑛とす

る。このとき、未知量の真値の事後確率について、以下の定理が従う。 

 

定理（von Mises、1919、“誤差論の第二定理”） 

観測値の数𝑛が大きければ、未知量の真値𝑥の事後密度𝑃(𝑥) は、事前密度にかかわらず、

次の正規分布に従う： 

𝑃(𝑥) =
1

√2𝜋𝑠
𝑒

−
(𝑥−𝜇)2

2𝑠2 , ただし 𝜇 = ∑ 𝛾𝑗𝑚𝑗

𝑑

𝑗=1

/𝑛、 𝑠2 = ∑(𝛾𝑗 − 𝜇)
2

𝑚𝑗/𝑛

𝑑

𝑗=1

. 

 

結果として事後平均と分散は観測値全体の標本平均と標本分散に対応する。興味深いこと

に、この結果は Bienaymé の多項分布の命題と形式上同等のものである。また、この定理
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は第二基本定理のみによって示されることに注意したい。中心極限定理はどこにも使われ

ておらず、また観測誤差の生成分布として正規性は仮定されていない。すなわち、誤差の

生成分布が特定されなくとも、観測値に基づく未知量の事後分布は漸近正規することを示

している。言い換えれば、漸近的な事後分布としては、通常の誤差論で用いられる誤差の

正規性は本質ではないことがここで明らかになる。この応用において、第二基本定理が許

容する尤度関数の任意性の意義が明確になる。さらに、結果は事前分布の選択にも依存し

ないため、第二基本定理における事前分布からの独立性が重要な役割を果たしている。 

まとめとして、von Mises は多次元パラメータに関する一般的な BvM 定理を示し、そ

の意義を明確に強調した。彼の BvM 定理のモチベーションは直接確率を含めた確率論の

定式化と漸近理論の中にあり、数学的一般化や中心極限定理との対比と関連する。彼の結

果は標本の非同一性、多次元、滑らかな尤度関数、非一様事前分布を許容した顕著な一般

性を持つ。その誤差論への応用は定理の特性が見事に示された例である。ただし、統計的

応用への意識は高くはなかったようで、信用区間の構成には全く言及せず、信用区間と信

頼区間の同一性に関する指摘も見られない。 

von Mises の結果の歴史的重要性は、BvM 定理の数学的一般化の一つの完成であると言

える。彼の結果は非同一分布、多次元、滑らかな尤度、非一様事前分布を許容した一般性

を持ち、まさに多変量中心極限定理のベイジアンアナロジーと言える。特に、彼は BvM

定理を独自の確率の公理の枠組みにおいて示し、中心極限定理との双対的性格を認識し、

そこに BvM 定理の重要性を置いた。それは彼の最も一般化された結果に対する“第二基

本定理”という名にも現れている。このような態度は Laplace (1812) には見られなかった。

とりわけ、統計学というより確率論的興味においてであろうが、彼は事前分布の漸近分布

への独立性を強調した。彼は事前分布の特定化が漸近的にベイズ推論において本質的でな

いことを示している。Laplace に始まる BvM 定理の数学的一般化は、有限次元パラメー

タをもつ滑らかなモデルの枠組みにおいて彼によって一度完成したと言ってよい。ただし、

後述する同時期の Bernstein の貢献の全てを含むわけではない。von Mises は統計学への

問題意識は高くなかったようで、信用区間の構成やその信頼区間との関連等の結果を含ま

ない。彼の一般化志向は統計的応用から直接要請されたものというより理論的なもののよ

うである。この点は Bienaymé や Bernstein と大きく異なる点である。 

 

2-6．Bernstein (1927, 1934)  

ここで取りあげる文献は「確率論」と題された教科書 Bernstein (1927) である。本書の

初版は 1927 年であり、1934 年、1946 年に改訂され第 4 版まで出版された。Videnskii 

(2000) によれば本書は当時のロシアの学生に広く読まれたと評されている。本書の構成は

5 部に分かれる：第 1 部. 確率論の基礎、第 2 部. 数学的確率の主要な計算法、第 3 部. 大

数の法則、第 4 部. 正規確率の法則、第 5 部. 分布曲線と曲面の理論の基礎。特に第 1 部で

Bernstein による確率の公理が提示され、第 3 部、第 4 部において確率の漸近理論とその
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応用が提示される。 

内容に入る前に、まず Bernstein による BvM 定理の初出文献については注意が必要で

ある。同書は 1917 年が初版としてしばしば引用されるが（Le Cam (1953)、Le Cam and 

Yang (1990)、Lehmann and Casella (1998)、Heyde and Seneta (1977)) 、正しくは 1927

年が初版だと思われる（この点は Seneta (2013) も示唆している) 。この誤りが生まれた原

因はおそらく、同書 p.271 において BvM 定理を“1917 年のハリコフ大学（著者注：当時

の所属機関) の自身の講義ノートで示した”と言及したことによると思われる。おそらく

この言及により、彼の BvM 定理は 1917 年が初出と見なされ、それがさらに一部の研究者

に同書の初版と誤解された可能性がある。しかしながら、このノートは公刊されたか不明

の著作物であり、実際、彼の書誌情報（Forty years of mathematics in the USSR、Vol.II、

P.71) によれば、1917 年に確率論の著作（後述する確率の公理に関する論文を除き) を出

版した記録はない。その後、第 2 版 Bernstein (1934) に“1917 年の証明を第 4 補論で再

掲する”と追記され、ここにようやく証明を確認することができる。1934 年版に 1917 年

の証明をあえて再録したことは、裏を返せば、参照先のノートが 1934 年時点で入手不可

か、あるいは公刊されていない可能性を示唆する。以上の考察から、本論文では明らかな

公刊が認められ、かつ BvM 定理への言及と応用を含む Bernstein (1927) を初出と仮定す

る。いずれにせよ、確かな公刊物として完全な証明が示されるのは、1927 年ですらなく、

1934 年である。 

Bernstein が同書で目指したことは、自身の公理に基づく確率論の定式化、漸近理論と

その応用の提示である。前書きにおいて彼は、“本書の目的は物理学、生物学、経済学な

どへの多彩な応用の基礎となる確率論の原理と一般的な方法を提示すること”と述べる。

特に、第 1 部第 1 章で確率論の動機を述べつつ、自身による確率の三公理を導入する。こ

の公理の初出は（紛らわしいが) Bernstein (1917) の論文で、これは歴史上最初の確率の

公理と評され（Maistrov (1967)) 、第 1 部第 1 章と第 2 章はそれを再掲したものである。

この公理から加法定理、乗法定理、ベイズルールが導かれ、特に第 3 部と第 4 部において

大数の法則と中心極限定理を含む漸近理論の諸結果が整理される。この中で彼はベイズ問

題と統計的推測を取りあげ、特に第 4 部第 4 章の標本調査の中で BvM 定理が示される。 

Bernstein の BvM 定理のモチベーションは統計的推測、特に Laplace の定理の逆用法

と信頼区間の正当化に関連したものである。すなわち、彼は純粋なベイズ問題の一般化と

して BvM 定理に到達したわけではない。ところが、彼のモチベーションが Bienaymé と

同じものであるかというと、そうでもなさそうである。実は、信頼区間の文脈において

Bernstein が BvM 定理を示した論理は明瞭でなく、彼が何をしようとしていたのかは極め

て曖昧なのである。 

これを見るため、以下に第 4 部第 4 章“統計学における標本調査”の概要を説明する。

第 1 節冒頭において、Bernstein は十分大きな数の対象を持つ母集団がある特徴𝐴をもつ真

の比率𝜃を推測する問題を提示する。未知𝜃を推測するため、母集団から大きさ𝑛の標本を
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取り出し、特徴𝐴を持つ数を𝑚とする。ここで、彼は (de Moivre-) Laplace の定理とその逆

用法を述べつつ、𝜃の信頼区間 
𝑚

𝑛
± 𝑧√

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛3  を提示する。その直後、彼は唐突に 

この公式の完全な正当化には、ベイズルールに基づく Laplace の定理の逆

（inverse）を直接的に証明する必要がある。 

 

と述べ、その脚注において非一様事前分布を許容したベイズルールに基づき BvM 定理の

略証を示す。1927 年版では略証のみが示されるが、形式的な定理と証明は 1934 年第 2 版

第 4 補論で改めて示される。 

 

定理（Bernstein、1927、1934、“Laplace の定理の逆”） 

もし特徴𝐴の実現が一定の確率𝜃を持ち、不等式𝜃0 < 𝜃 < 𝜃1の事前確率が連続関数𝜋(𝜃) ≥

0について∫ 𝜋(𝜃)𝑑𝜃
θ1

θ0
なら、𝑛回の実験で特徴𝐴が𝑚回起こる場合、以下の不等式の確率は、

𝑛 → ∞につれて 

𝑃 (𝑧√
𝑚(𝑛 − 𝑚)

𝑛3
< 𝜃 −

𝑚

𝑛
< 𝑧√

𝑚(𝑛 − 𝑚)

𝑛3
) →

1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡

𝑧

−𝑧

. 

ただし、ある𝜆 > 0について𝜋(𝑚/𝑛) > 𝜆 > 0、ある𝜖 > 0について1 − 𝜖 > 𝑚/𝑛 > 𝜖 とする。 

 

定理と証明は疑いなくベイズルールに基づくもので、信頼区間と同一の境界を持つ区間に

関して、𝜃の事後分布が漸近正規することを示している。また、明示的に連続な事前分布

𝜋(𝜃)が考慮に入れられ、事前分布が漸近分布に依存しないことを示し、彼は事前分布の独

立性を明言する。今日から見て、結果は 
𝑚

𝑛
± 𝑧√

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛3  がベイジアン信用区間であること

を意味し、その意味で妥当なものである。しかし、これは直接確率の下で置き換え誤差が

無視できる証明ではないため、直接確率における信頼区間の正当化としては妥当ではない。

どうやら、この結果は彼が本来目的としたはずの問題の解答にはなっていないように思わ

れる。さらに不思議なことに、第 1 節の残りにおいて Laplace の置き換えに伴う誤差の議

論に戻り、小標本における置き換え誤差を数値例から検討する。さらに、続く第 2 節から

第 5 節では、第 1 節の結果を基に非復元抽出の場合の置き換え誤差、比率の差の推測、そ

して母平均の推測が扱われるが、これらの節でも中心極限定理と置き換えを基にした区間

とそれに対するベイジアンの正当化が何度も行われる。 

Bernstein が BvM 定理を示した論理については、慎重に検討する必要があろう。標本調

査を目的に Laplace の定理と逆用法による信頼区間を提示した一方で、しかしその正当化

には直接確率の論理ではなく唐突にベイジアンの論理を持ち出す。しかも、彼はそれを信
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頼区間の“完全な正当化”と主張した。この議論は第 4 章第 2 節から第 5 節も同様で、中

心極限定理を基にした置き換えとその正当化にベイズアプローチを用いる議論が続く。こ

こに彼の定理の分かりにくさが存在する。 

Bernstein はいかなる論理で BvM 定理を置き換えの正当化とみなしたのかという点につ

いて、以下で検討を試みる。まず、彼の状況は Bienaymé と近いように見えるが、定理を

示す動機はどうやら同じではない。もし動機が同じなら定理を示した後の置き換え誤差の

議論は不要であることに加え、何より彼は信頼区間の境界を“置き換えなしに”BvM 定理

から計算できるということに一切言及しない。一つの可能性として、彼は直接確率と事後

確率を同一視（あるいは混同) した上で、定理により置き換え誤差を無視できると考えて

いた可能性が挙げられる。もしそうなら、置き換えた区間の事後確率の意味での漸近正規

は、直接確率の意味での正規分布とも見なせることを意味する。このとき置き換え誤差が

消えた形で正規分布に収束したかのように見えるため、BvM 定理により置き換え誤差を無

視できると信じたとしてもおかしくなく、彼が“完全な正当化”と主張したことに説明が

つく。もちろん、Bernstein ほどの著名な数学者が直接確率と事後確率を同一視あるいは

混同した可能性はさすがに憶測の域を出ない。しかし、第 4 章全体における Laplace の定

理の逆用法と BvM 定理をあたかも同一視するかのような一連の議論からすれば、あり得

ないことではない。また、同書は独自の公理から確率を定義するため、書籍全体を通して

直接確率と事後確率を区別していない可能性がある。実際、彼は第 2 部第 3 章 1 節におけ

る事後確率の定義に際して、それを数学的条件付き確率と区別しないと明言する。もう一

つの根拠として、彼の定理は疑いなくベイズルールに基づく BvM 定理にも関わらず、本

人は“Laplace の定理の逆（inverse)”と呼んでいる事実である。ところが Laplace の定

理の逆と呼ぶときは、典型的には逆用法すなわち Laplace の定理で得られた区間の未知を

既知で置き換えたものの直接確率での漸近正規性を意味するはずである（Todhunter 

(1865)、Keynes (1921)) 。Bernstein の貢献を整理した Seneta (2013) は、彼の定理のモ

チベーションについて言及していない。いずれにせよ、彼の定理は信頼区間の正当化には

ならず、
𝑚

𝑛
± 𝑧√

𝑚(𝑛−𝑚)

𝑛3  が信用区間として妥当なことを示しただけのように見える。 

さて、Bernstein は第 4 章後半において BvM 定理に基づくいくつかの統計的応用例を

示しているのは、von Mises と異なる態度が示された興味深い点である。一例として、独

立な 2 期間において労働組合の女性比率がそれぞれ0.215, 0.2007で、標本の大きさをそれ

ぞれ𝑛1 = 1,000、𝑛2 = 1,500とする。このとき、標準偏差はそれぞれ1.29, 1.034で、比率の

差の標準偏差は√1.292 + 1.0342 = 1.31と計算する。比率の差1.43と標準偏差1.31を比較し、

彼は“女性比率が本当に下がったと信じる深刻な理由はない”と結論した。さらに、同じ

比率がさらに大きなデータで得られた場合として𝑛1 = 𝑛2 = 10,000を考え、比率の差の標

準偏差0.57から1.43/0.57 = 2.5と計算した。この値が標準正規分布において出現する確率

はわずか約1.2％とした上で、彼は“女性比率の紛れもない減少を示すであろう”と結論付
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けた。これらの解釈において“検定”のアイデアが垣間見えることが分かる。ただし、上

記で用いられた比率の差の標準偏差の公式に関する BvM 定理による証明はなされていな

い。さらに、続く節では母平均の推定問題において BvM 定理の結果らしきものが見られ

る。しかしベイズルールに基づく証明を含まないことに加え、やはり逆用法と混同して示

された可能性を否定できず、新規的な BvM 定理とは見なせないようである。 

Bernstein の結果の歴史的重要性はむしろ、事前分布の特定化が漸近的には信用区間の

構成に本質的でないことを示した点にあると指摘できる。これは信用区間が事前分布の特

定化に関しロバストであることを意味する。彼がいかなる論理で信頼区間の正当化のため

に BvM 定理を示したかは明瞭でないものの、結果的に、彼の定理は信用区間と信頼区間

の一致が事前分布の特定化に依らずロバストに成立することを示唆する。信頼区間を事前

分布に依ることなく信用区間で代用できる可能性には重要な意義があり、この点は

Bienaymé の結果には含まれない。また、Bernstein は確率論の統計的応用を重視し、実

行可能な信頼区間（信用区間) の正当化にこだわった点は、von Mises と異なる態度である。

これらの点において、Bernstein 独自の貢献が認められる。ただし、Bernstein の結果は

Laplace、Bienaymé から顕著な一般化があったと言えるかは疑問が残る。彼の結果は尤度

関数や次元に関して一般性が高いと言えず、これは同時期に von Mises によって達成され

た顕著な一般化と対照的である。Seneta (2013) は彼の結果について“（Bernstein の) こ

の定理のバージョンは現在 Bernstein-von Mises の定理と呼ばれているが、この帰属はあ

まり適切ではない”と評価した。また、Bernstein の結果の初出は 1917 年というより

1927 年と見る方が妥当と思われ、von Mises (1919a) に先行するというには情報が不十分

なようである。いずれにせよ、Bernstein の貢献が von Mises と同格のものかはおそらく

議論の余地があると思われる。 

 

 

3．現代的視点からの古典的 BvM 定理の意義 

ここまで古典的な定理の諸結果について振り返った。歴史的な背景を振り返ると、BvM

定理の進展はベイズ問題の数学的一般化の一途を辿ったものとは限らず、そのモチベーシ

ョンは貢献者の間で大きく異なることが分かる。特に、以下の二点は重要な知見であると

思われる：(1) 中心極限定理の発展が BvM 定理の進展の契機や刺激になったこと、(2) 20

世紀の BvM 定理の背景に確率の公理化の運動が影響したこと。 

第一に、BvM 定理の発展において指摘すべき点は、Laplace を始めとする中心極限定理

の発展がその契機や刺激になったことである。当初の BvM 定理は逆確率あるいはベイズ

問題に対する問題意識の下、予測分布や近似公式を導出する中で発見された。ところが

1810 年周辺の中心極限定理とその逆用法の提示以降、おそらく研究者らの問題意識が直接

確率を中心としたものに移ったことで BvM 定理の研究は発見後、間もなく停滞したよう

である。Gauss (1809) は誤差論においてベイズアプローチを考えつつも事後分布の漸近正
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規性には興味を示さなかった。Poisson (1830、1837) は Laplace の BvM 定理を出生率等

の応用に適用するが、自らそれを一般化させることはしなかった。そうした中、

Bienaymé や Bernstein は直接確率の信頼区間の正当化に動機付けられ結果的に新たな

BvM 定理を導出した。興味深いことに、BvM 定理のいくつかは中心極限定理に直接影響

を受けて示されたのである。また、von Mises は 19 世紀後半以降の Markov や

Chebyshev らによる中心極限定理の発展に刺激されたようで、中心極限定理を第一基本定

理と呼び、そのベイジアンアナロジーとしての自身の BvM 定理を第二基本定理と呼んだ。

中心極限定理の発展なくして定理のこうした発展過程を説明することは難しいであろう。

現在のベイジアンと頻度論は哲学的に別の流派と見なされるが、古典的 BvM 定理の発展

はこれらの相互の関わりの中にあったことを指摘できる。この点は定理に至る動機を慎重

に検証することで明確になった点である。 

第二に、von Mises と Bernstein の結果の背景に確率の公理化が影響した点を指摘でき

る。20 世紀初頭において確率論が数学の一分野としてまだ明確になっていないとき、確率

の公理化の運動が起こった（公理化の歴史は Maistrov (1967) が詳しい）。この動きに対す

る最初の提案が Bernstein (1917) （Bernstein (1964) に再録）とされ、そのすぐ後に von 

Mises (1919b) において提示される。二人の確率の公理は全く別の体系をとり、Bernstein

は代数的構造を持つのに対し、von Mises は仮想的な実験の観測列であるコレクティフに

よる頻度の極限に基づく。公理化により、確率は哲学から切り離され、ベイズルールは公

理のみから導出された完全な数学的対象となった。さらに、公理化により大数の法則や中

心極限定理の定式化を明確にする漸近理論の土台を獲得した。こうした確率論の再構築が

von Mises (1919a)、Bernstein (1927)（あるいは 1917 年のノート）の基礎になり、ベイ

ズルールの漸近挙動を再び研究する契機になったと考えられる。その後、結果として集合

と測度に基づく Kolmogorov の公理が残るが、当時の公理化運動は二人の結果の導出に一

定の役割を果たしたと思われ、Bienaymé からしばらく後になって二人が同時期に、おそ

らく独立的に定理を示すという特異な現象を生み出した。20 世紀初頭の BvM 定理の成立

においてこの点は重要だと思われるが、二人の貢献への言及を含む既存の学史文献では指

摘されていない。 

ここで古典的諸結果の概観を踏まえ、現代の BvM 定理との関連性や相違点を明らかに

する。現代の BvM 定理として重要な次の三点についてその起源と最近の展開との関連を

見ていく：(1) 尤度関数や事前分布の特定化に依存しない漸近正規性、(2) ベイジアンと頻

度論の漸近分散の一致あるいは信用/信頼区間の一致、(3) 無限次元パラメータを含む問題

への拡張。 

まず、事後分布の漸近正規性に関し現代から見て重要な点は、尤度関数の任意性である。

Laplace (1786) は二項分布を一般化した滑らかな尤度関数を許容した最初の結果である。

1774 年の漸近正規性の萌芽的成果の後、彼はその帰結に二項分布という関数形が本質的で

ないことに気付いたものと思われる。その結果は 1786 年に結実するが、この点は疑いな
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く Laplace の顕著な貢献と言える。後に von Mises は次元を一般化し、多次元パラメータ

を伴う滑らかな尤度関数の下で事後分布が多変量正規に収束することを示した。彼らによ

る尤度関数の一般化は現代において重要なものである。含意する一例として、これはデー

タ生成過程の特定化にロバストな推論の考えに繋がる。例えば真の分布が正規分布でない

場合においても、正規分布を想定した尤度に基づく推論が正当化される根拠になる。一般

化の観点からは、事前分布の事後分布への独立性も数学的には Laplace に遡ることができ、

これは von Mises と Bernstein に一世紀以上先んじる。すなわち、観測数が多い場合のベ

イズ推論には事前分布は本質的な役割を果たさないことがベイズ統計学史の極めて初期か

ら認識されていたことになる。事前分布の特定化については後に Fisher らによって批判を

受けるが、ベイズ推論が再評価された現代においてこの性質は事前分布の議論を緩和させ

る根拠になる。Diaconis and Freedman (1986) は、観測値が多ければ事前分布に対し異な

る主観的信念を持つ主観的ベイジアンの間でさえ共通の結果に到達しうることを指摘した。 

次に重要な点はベイジアンと頻度論の漸近分散の一致、特に信用区間と信頼区間の一致

についてである。古典的定理は最尤法や Fisher 情報量が提示される以前に導出された結果

であるため、最尤推定量の標本分布との対比は明確に認識されていないと考えられる。そ

れにも関わらず、二項分布の文脈において、信用/信頼区間の一致は Laplace (1812) に短

く言及があり、区間の代用可能性については Bienaymé (1838) が示唆したと言える。これ

より、二つの区間の相互の関連性は 19 世紀前半には認識されていたことを確認できる。

事前分布の事後分布への独立性を明言した von Mises と Bernstein の結果は、二つの区間

の関連をさらに確かなものにする。相異なる方法間で同一の結論に到達しうる可能性は、

現代から見て疑いなく重要な帰結である。また、代用可能性の提起は現代において重要な

BvM 定理の特徴の一つであり、最近ではセミパラメトリックモデルに関する

Chernozhukov and Hong (2003)、Norets (2015) など、マルコフ連鎖モンテカルロ法とブ

ートストラップの間の代用に関する Kitagawa et al. (2020) がある。 

最後に、現代では無限次元パラメータを含む BvM 定理の研究が進んでいるが、古典的

諸結果にこうした問題意識はなく、母集団分布の密度推定すら考えられていない。このこ

とから、無限次元のパラメータに関する問題は現代における新しい問題意識といえる。実

際、20 世紀後半の Freedman らによる研究により、無限次元パラメータの推測において

ベイジアンと頻度論で結果が一致するとは限らない点が明らかにされた。ここから、信用/

信頼集合の一致はパラメータが少ない場合に特有の結果だった可能性が示唆され、これは

ベイジアン-頻度論間の基本的な違いを改めて浮き彫りにするものである。一方で、最近で

は一部のノンパラメトリックモデルやセミパラメトリックモデルにおいて再び結果の一致

が見られる研究成果が数多く報告されている。特に、ノンパラメトリックモデルでは信頼

集合との厳密な一致というより、信用集合の頻度論被覆確率に直接的に焦点を当てる研究

も多く存在する（Castillo and Nickl (2013) など）。次元が高い場合における双方の統計学

の関連性は、今後のさらなる研究において明らかにされるものと期待される。 
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4．結論 

古典的な BvM 定理の諸結果を概観することで本論文が明らかにしたことは以下に集約

される：(1) ベイズ推論の歴史の最初期から漸近正規性は発見された。(2) 古典的結果に至

る動機は貢献者の間で大きく異なり、とりわけ定理名に帰属する Bernstein と von Mises

ですらその動機は異なる。(3) 古典的結果の発展には中心極限定理の成立と発展が強く影

響し、一部において頻度論信頼区間の正当化と直接的に関連する。 (4) 20 世紀の

Bernstein と von Mises の結果の成立の背景に確率の公理化が影響した。(5) これまでの学

史で過小評価された Bayes の近似公式は BvM 定理の萌芽であり、正確な信用区間を含む。

これらの知見は既存文献で指摘されておらず、BvM 定理に焦点を当てて概観したことで明

確になった。 

古典的な BvM 定理の諸結果においてはベイジアンと頻度論が交錯する場面がいくつも

見られ、ここに BvM 定理の研究の意義があるように思われる。定理は純粋なベイジアン

の帰結というより頻度論や中心極限定理との相互の刺激によって発展し、それは現在も続

いている。こうした知見はベイジアンと頻度論のどちらか片方を考えるだけでは分からな

い部分であり、BvM 定理を通してベイジアンと頻度論の相互の可能性をより深く理解でき

る可能性がある。双方の考え方は基本的な哲学から異なるが、深いところで部分的に結び

つき普遍的な共有物を持つ側面を否定できないようである。今後の BvM 定理と双方の統

計学のさらなる研究の進展により統計的推論の全体像が明らかになることが期待される。 
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