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Λ項とバリオンの入ったゆらぎの方程式

中　　島　　政　　広

(平成 15年 9月 18日提出
平成 16年 2月 13日修正 )

要　旨

2003年 2月に出た WMAP（Wilkinson Microwave Anisotropy Probe-Wilkinson・マイクロ波異
方性探査衛星）の観測結果 [1]によると，Λ項（宇宙定数）の存在がほぼ確実となった．今ま
で CMB (Cosmic Microwave Background)の非等方性を記述するゆらぎの方程式には，Λ項かバ
リオンのどちらか一方のみを含んだ形にしかなっていなかった．この論文では Λ項およびバリ
オンの両方が入ったゆらぎの方程式を導いた．その数値計算の結果は，まだいくつかの問題は
あるものの，cmbfastの計算結果 [8, 9]に近くなることがわかった．これらの結果を使い我々は
CMBパワースペクトルにおいて予測される物理的過程を考えた．

キーワード：Λ項（宇宙定数），CMB（宇宙背景放射），バリオン，ダークマター
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1. 導　入

1965年，PenziasとWilsonによって絶対温度にして 3Kの宇宙背景放射 (CMB)が発見され，

ビッグバン宇宙論の正当性が示された．つまり，過去の宇宙は熱かったということが証明され

たのである．実際この放射は，宇宙膨張に伴い宇宙の温度が徐々に下がってきたために，光が

トムソン散乱を終えてしまった（最終散乱-Last Scattering Surface (LSS)）ときの光なのである．

その後 1992年になり COBE衛星の観測結果が出たことで，この 3Kの放射の中に 10万分の 1

という小さなゆらぎ（CMB非等方性）があることが発見された．標準偏差にして実に 30 µKと

いう大きさの小さなゆらぎではあるが，このゆらぎが宇宙の大規模構造や銀河団，銀河といっ

た構造を作り上げてきたと考えられている．またこのゆらぎには宇宙の年齢，幾何学，組成表

といった情報を含め，ゆらぎの起源やインフレーションといった超宇宙初期の情報までぎっし

り詰まっている．つまりこのゆらぎを解析することによって宇宙の過去の姿を知ることができ，

さらには宇宙の未来の姿を想像することが可能となるのである．

2003年 2月には COBEよりもさらに解像度の高いWMAPの観測結果が発表された．この観

測結果により，各宇宙パラメータの値がかなり正確に決まっただけでなく，Λ項の存在がほぼ

確実となった．最近では Λ項の存在は一部の人により信じられていたが，これでかなりの宇宙

物理学者の信頼を得るにいたったわけである．このことにより，宇宙論は Λ項を入れて再構築

されなければならない．

宇宙背景放射のゆらぎを論ずる理論もその対象である．この理論には通常，ボルツマン方程

式が用いられるが，我々はゆらぎの方程式を解く方法をとっている．この方法にはいくつかの

近似が使われているが，式の導出等の流れがわかりやすく，また CMB非等方性の特徴がとら

えやすい．しかし，今までは Λ項とバリオンの両方を考慮した式が導出されていなかった．以

下ではバリオンと Λ項の入ったより一般的なゆらぎの方程式を導出する方法と，数値計算の結

果を示す．

2. 方程式の導出

2.1 単一流体の場合

この章ではゆらぎの方程式の導出を試みるが，その最も一般的な手順は Padmanabhan [2]に

よって与えられている．我々はその手順に従って議論を進めていく．Vale＆ Lemos [3]の論文

と Kodama＆ Sasaki [4, 5, 6]の論文も参考にする．Vale＆ Lemosは Λ項を導入してはいるが，

バリオンが入っていない．Kodama＆ Sasakiはバリオンを導入してはいるが Λ項が入っていな

い．我々の目的は Λ項とバリオンの両方を含んだゆらぎの方程式を導くことにある．

一般相対論でゆらぎの方程式を導出するときは，いつも固定されたゲージもしくは座標系が
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存在する．我々は Λ項を持つ宇宙に対するゆらぎの方程式を導出するために，ゲージを共動座

標系に固定する．そこでは 4元速度 uα は uα = (1,0,0,0)となる．

Dα は共変微分を，ドットは方向微分 uαDα を表すものとする．共動世界線に垂直な面（共動

超平面）への射影テンソルを hαβ = gαβ −uαuβとすると，その面上での自然な微分は hβ
αDβで与

えられ，ラプラシアンは ∇2 = −hβ
αDβhαγDγ となる．

まずエネルギー運動量テンソル T αβ = (ρ+ p)uαuβ − pgαβの共変微分 DαT α
β が 0であるという

条件から，相対論的な連続の方程式とオイラー方程式が導かれる．それぞれ

ρ̇ = −3H(ρ+ p), (1)

u̇α =
hβ

αDβ p
ρ+ p

(2)

のようになる．またアインシュタイン方程式 Rαβ − 1
2 gαβR+Λgαβ = −8πGTαβからはフリードマ

ン方程式

H2 =
8πG

3
ρ+

Λ
3

(3)

が導かれる．

ドットの定義を使えば，次の関係が成り立つ．

Dαu̇α = (Dαuβ)(Dβuα)+uβDβ(Dαuα)−uβRαβuα. (4)

この式の最後の項はアインシュタイン方程式より

uαRαβuβ = R00 = −4πG(ρ+3p)+Λ (5)

と書ける．また (Dαuβ)(Dβuα),Dαuα は空間成分のみ残り，共変微分の定義よりこれらはそれ

ぞれ

(Diu j)(D jui) = 3H2 , Diui = 3H (6)

となることがわかる．ゆえに (4)式は

Dαu̇α = 3Ḣ +3H2 +4πG(ρ+3p)−Λ (7)

となる．一方，上式左辺は

Dαu̇α = − ∇2 p
ρ+ p

(8)

と書けるので，(7)式は

Ḣ = −H2 − 4πG
3

(ρ+3p)+
Λ
3
− 1

3
∇2 p
ρ+ p

(9)

となる．
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ここでドットをパラメータ τでの微分とすれば，共動超平面でのラベル t との関係は

dτ
dt

= 1− δp
ρ+ p

(10)

と与えられるので，これを用いて方程式を t についての微分に書き直すことを考える．連続の

方程式は
dρ
dτ

=
dρ
dt

dt
dτ

= ρ̇
ρ+ p

ρ+ p−δp
= −3H(ρ+ p) (11)

となる．ここでドットは t での微分を表すものとした．次にゆらぎの方程式を導くために A =

Ab +δAの形に摂動をとる．Abは非摂動項（添字 bはバックグラウンドを表す），δAは摂動項で

ある．0次の項と 1次の項を書き下すと，

ρ̇b = −3Hb(ρb + pb), (12)

δρ̇ = −3δH(ρb + pb)−3Hbδρ (13)

となる．同様に (9)式を t での微分に書き換えると

dH
dτ

= Ḣ
ρ+ p

ρ+ p−δp
= −H2 − 4πG

3
(ρ+3p)+

Λ
3
− 1

3
∇2 p
ρ+ p

(14)

となり，摂動をとり 0次の項と 1次の項を書き下すと

Ḣb = −H2
b − 4πG

3
(ρb +3pb)+

Λ
3

, (15)

δḢ = −2HbδH − 4πG
3

δρ− c2
s

3
∇2δρ

ρb + pb
(16)

となる．ここで δp = c2
s δρの関係を使った．cs は音速である．(13)式を δH について解き，t に

関して微分をとれば

δḢ = − 1
3(1+w)

[
δ̈−3Hb(2w− c2

s )δ̇

+
9
2

H2
b (2c2

s −w+w2)δ− 3
2

Λw(1+w)δ
]

(17)

の関係を得る．ここで w = p/ρ, δ = δρ/ρと置き，次の関係も用いた．

ẇ = −3Hb(1+w)(c2
s −w), (18)

Ḣb = −3
2

H2
b (1+w)+

1
2

Λ(1+w). (19)

(13), (16), (17)式を用いれば最終的に次の関係式を得る．

δ̈+Hb(2−6w+3c2
s )δ̇−

3
2

H2
b (1−6c2

s −3w2 +8w)δ

+
1
2
(1+w)(1−3w)Λδ = −

(
kcs

a

)2
δ. (20)
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ここで ∇2δ =−(k/a)2δのようなフーリエ変換を使った．これが単一流体に対する Λ項の入った

密度ゆらぎの方程式である．

2.2 2流体の場合

前節では単一流体に対するゆらぎの方程式を導出したが，ここではより一般的に多流体，特

に放射とダークマターの 2流体についての方程式の導出を行う．

2.2.1 多流体

N個の完全流体を考える．それぞれの流体はエネルギー運動量テンソル T αβ
N

= (ρN + pN )uα
N

uβ
N
−

pN gαβ を持ち，以前のように 4元速度は uα
N

= (1,0,0,0)である．それぞれの流体は添え字 N を

持つ (1), (2)式に従う．単一流体の時と同様の手順により次の方程式が得られる．

ρ̇N = −3HN (ρN + pN ), (21)

1
3

Dαu̇α
N

= ḢN +H2
N

+
4πG

3
(ρ+3p)− Λ

3
, (22)

Dαu̇α
N

= − ∇2 pN

ρN + pN

+
3(H −HN )

ρN + pN

ṗN . (23)

(23)式の右辺の項は (8)式と比べて新しい項が加わっている．これは (2)式に等価なそれぞれの

方程式において，hβ
α ではなくて，hβ

N α = gβ
α −uN αuβ

N
を持つからである．我々はまた，流体の総

量を次のように定義する．

ρ = ∑
N

ρN , p = ∑
N

pN , H = ∑
N

ρN + pN

ρ+ p
HN , (24)

H −HN = δH −δHN . (25)

(25)式を使い，前節と同じ手順に従い摂動をとると

δρ̇N = −3δHN (ρN + pN )−3HδρN −3H(δpN −θN δp), (26)

δḢN = −2HδHN −
4πG

3
δρ− 1

3
∇2 pN

ρN + pN

+
ṗN

ρN + pN

[
∑
M

(θM δHM )−δHN

] (27)

となる．ここで

θN =
ρN + pN

ρ+ p
(28)

の関係を用いた．wN と c2
sN
は個々の流体に対して以前と同じように定義され，総流体に対しては

w =
p
ρ

, c2
s =

ṗ
ρ̇

(29)
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と定義される．単一流体のときのように c2
s = δp/δρではないことに注意する．

2.2.2 2流体

我々は今，2流体の場合を考える．それぞれのゆらぎ δ1 と δ2 は断熱的なゆらぎ δと等曲率

的なゆらぎ Sによって表され，次のような関係で結ばれている．

δ =
ρ1δ1 +ρ2δ2

ρ1 +ρ2
, S =

δ1

1+w1
− δ2

1+w2
. (30)

これらの関係を使えば，前節と同じ手順によって δと Sに関する 2つのゆらぎの方程式を得る

ことができる．それぞれ

δ̈+H(2−6w+3c2
s )δ̇−

3
2

H2(1−6c2
s −3w2 +8w)δ

+
1
2
(1+w)(1−3w)Λδ = − k2

a2

(
c2

s δ+wη
)2

(31)

および

S̈ +H(2−3u2)Ṡ =
k2

a2

((
c2

s2
− c2

s1

) δ
1+w

−u2S
)

(32)

である．ここで ηと u2 は

η =
ρ1(1+w1)ρ2(1+w2)

ρp(1+w)

(
c2

s1
− c2

s2

)
S, (33)

u2 =
ρ1(1+w1)c2

s2
+ρ2(1+w2)c2

s1

ρ(1+w)
(34)

で定義されている．これらが 2流体に関するゆらぎの方程式である．

2.2.3 放射，ダークマター，バリオン流体

続いて放射とダークマター，バリオンの 3 流体について考える．ただし，放射とバリオン

は強く結合しているとし，ゆらぎとしては実質同じものであると考え，密度や圧力，状態方程

式にバリオンを考慮する（tight coupling近似）．つまり実質上 2流体と考え議論を進めていく．

(30) 式から (34) 式までの 1 と 2 の添え字を，それぞれダークマターと放射と考える．つまり

(1,2) → (DM,R)とする．また aの代わりに x = a/aeq という変数を使う．aeq は放射と物質（バ

リオンとダークマター）の密度が等しい時代を示す．この新しい変数のもとで次のようにそれ

ぞれの値を定義することができる．

ρDM

ρeq
=

1
2x3

(
1− 4

3q

)
, pDM = 0 , (35)

ρR

ρeq
=

2
3x4

x+3q/4
q

,
pR

ρeq
=

1
6x4 , (36)

ρ
ρeq

=
ρDM +ρR

ρeq
=

1
2x4 (x+1),

p
ρeq

=
1

6x4 , (37)



Λ項とバリオンの入ったゆらぎの方程式 7

w =
pDM + pR

ρDM +ρR

=
1

3(1+ x)
, wR =

q
4x+3q

, wDM = 0 , (38)

c2
s =

ṗDM + ṗR

ρ̇DM + ρ̇R

=
4
9

1
x+4/3

, c2
R

=
1
3

q
x+q

, c2
DM

= 0. (39)

ここでパラーメータ qは，ダークマターのエネルギー密度とバリオンのエネルギー密度との割合

を表すもので，ρDM /ρB = 3q/4−1で定義されている．バリオンをなくしたいのであれば，q → ∞

とすればよい．また ρには本来 ρΛ も含まれるべきであるが，最終散乱時のこの項は他の項に比

べて非常に小さいので簡単のために無視しておく．これらの関係を使えば (33), (34)式およびフ

リードマン方程式 (3)式は

η =
4
3

x
x+4/3

(
1− 4

3q

)
, (40)

u2 =
1
3

(q−4/3)x
(x+q)(x+4/3)

, (41)

H2(x) =
x+1
2x4 H2

eq +
Λ
3

(
1− x+1

2x4

)
(42)

と書くことができる．ゆらぎ δR と δDM は波数 kにより特徴づけられるが，a = aeq でのハッブ

ル半径 dH (teq)とゆらぎの波長 λ(aeq)との割合を表す ω = 2π(dH (teq)/λ(aeq))を使う方が便利で

ある．これを使うと k2/(H2a2)は

k2

H2a2 =
2x2

1+ x
ω2

(
1

1+ Λ
3H2

(
1− x+1

2x4

)
)

(43)

のように書ける．(31), (32)式に現れるすべての量は xによって与えられるので，xに関する式

に変形しておく．t に関する微分は次のように書き換えられる．

d
dt

= HD, (44)

d2

dt2 = H2D2 − 3
2

(
H2 − Λ

3

)
(1+w)D. (45)

ここで D = x(d/dx)と置き，Ḣ = −(3/2)(H2 −Λ/3)(1 +w)の関係を使った．これらを代入すれ

ば (31), (32)式は，それぞれ

D2δ+
[

5
2

x
1+ x

− x
x+4/3

−1+
1
2

Λ
3H2

(
3+

1
1+ x

)]
Dδ

+
(

1
2

x2

(1+ x)2 +
3x
4

+
9
4

x2

x+4/3
− 3x2

1+ x
−2+

3
2

x
x+4/3
(1+ x)2

Λ
3H2

)
δ

=
8
9

ω2x2

(x+1)2(x+4/3)
(
xS̃− (x+1)δ

)( 1
1+ Λ

3H2

(
1− x+1

2x4

)
)

(46)
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および

D2S̃ +
[

1
2

x
x+1

− x
x+4/3

+
x

x+q
+

1
2

(
3+

1
1+ x

)
Λ

3H2

]
DS̃

+
ω̃2x3

(x+q)(x+4/3)(x+1)

(
1

1+ Λ
3H2

(
1− x+1

2x4

)
)

S̃

=
ω̃2x2

(x+q)(x+4/3)

(
1

1+ Λ
3H2

(
1− x+1

2x4

)
)

δ (47)

と書ける．ここで

S̃ =
(

1− 4
3q

)
S, (48)

ω̃2 =
2
3

(
q− 4

3

)
ω2 (49)

と置いた．続いて放射とダークマターのゆらぎを表す式に書き換える．ゆらぎ δ,Sは放射とダー

クマターのゆらぎと

∆R =
3
4

δR =
x+1

x+4/3
δ−
(

1− 4
3q

)
x

x+4/3
S, (50)

∆DM = δDM =
x+1

x+4/3
δ+

4
3q

x+ c
x+4/3

S (51)

のように関係づけられ，これらを使いさらに (46), (47)式を書き直すと，それぞれ[
D2 +

(
−1+

x
x+q

+
1
2

x
x+1

+
3
2

x+4/3
x+1

Λ
3H2

)
D

+
4
3

1
x+4/3

(
x

x+4/3
−2− 3

2
x+4/3
x+1

x
q

+
3
2

Λ
3H2

x+4/3
x+1

x
q

)

+
2
3

q ω2x2

(x+q)(x+1)

(
1

1+ Λ
3H2

(
1− x+1

2x4

)
)]

∆R

= −
(

1− 4
3q

)
x
[

q
(x+q)(x+4/3)

D− 3
2

1
x+1

(
1− Λ

3H2

)]
∆DM (52)

および

[
D2 +

(
1
2

x
x+1

+
3
2

x+4/3
x+1

Λ
3H2

)
D− 3

2

(
1− 4

3q

)
x

x+1

(
1− Λ

3H2

)]
∆DM

=
4
3

1
x+4/3

[
D− x

x+4/3
+2+

3
2

x+4/3
x+1

x
q

(
1− Λ

3H2

)]
∆R (53)

となる．これが放射とダークマターの 2流体に対するゆらぎの方程式である．Λ項とバリオンの

両方が含まれており，より一般的な式を導くことができた．Λ項をゼロにすれば確かに Kodama

＆ Sasakiの式になることが確認できる．次章ではこの方程式を数値的に解いた結果を示したい

と思う．
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3. 数値計算

3.1 各パラメータの値

この章では，前節で得られた放射とダークマターの 2流体に対するゆらぎの方程式を数値的

に解いた結果を示す．手順は Peacock [7]のものに沿う．各パラメータの値はWMAP [1]から得

られた値を使う．

H0 = 71 (km/(s·Mpc)), (54)

1+ zeq = 3234, 1+ zLS = 1090. (55)

H0 は現在のハッブル定数，zeq は放射と物質（バリオンとダークマター）の密度が等しくなる

ときのレッドシフトの値，zLS は放射の最終散乱時のレッドシフトの値である．また，現在のバ

リオン，ダークマター密度 ρB , ρDM や宇宙定数 Λにより，それぞれの密度パラメータは

ΩB =
8πG
3H2

0
ρB , ΩDM =

8πG
3H2

0
ρDM , ΩΛ =

Λc2

3H2
0

(c :光速) (56)

と表せ，値はそれぞれ ΩB = 0.044 , ΩDM = 0.226 , ΩΛ = 0.73である．

ここで ω と k と l との間の関係を記しておく．ω = 2π(dH (aeq)/λ(aeq)) = 2πc/(Heqλ(aeq)) と

k = 2πa/(λ(a)a0) = 2πaeq/(λ(aeq)a0)の定義から，次の関係が導かれる．

k =
2πaeq

λ(aeq)a0
=

aeq

a0

Heq

c
ω � 9.88865×10−3 ω Mpc−1. (57)

ここで x0 = a0/aeq = 1+ zeq � 3234と (42)式から導かれる

H2
eq = H2

0

(
2x4

0
x0 +1

+ΩΛ

(
1− 2x4

0
x0 +1

))
(58)

の関係を用いた．そのとき λは ωと次のように関係づけられる．

λ =
2π
k

� 635.39364
1
ω

Mpc. (59)

また多重極 l は波長 λによって半径 rH の円周が何分割されるかを表す量で

l =
2π
∆θ

=
2πrH

λ
= krH =

rH Heqω
x0c

� 138.53718 ω (60)

のように表せる．ここで rH は観測者から最終散乱面までの共動半径で

rH =
Z t0

tLS

cdt
a

= c
Z t0

tLS

da
aȧ

=
√

2c
aeqHeq

Z x0

xLS

dx(
x+1− Λ

3H2
eq

(x+1−2x4)
)1/2

� 14009.72127 Mpc (61)
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で与えられる．ここで xLS = aLS /aeq = 1+zeq
1+zLS

� 3234/1090 � 2.96697 を用いた．また ∆θ は半径

rH の円において，λを見込む角度である．さらに最終散乱が起こったときの共動半径を与えて

おく．

DLS =
Z tLS

0

cdt
a

= c
Z tLS

0

da
aȧ

=
√

2c
aeqHeq

Z xLS

0

dx(
x+1− Λ

3H2
eq

(x+1−2x4)
)1/2

� 283.66096 Mpc. (62)

準備が整ったところで，(52), (53)式を数値的に解いていく．まず各 ωに対する ∆R を求める．

そのグラフが図 1である．

図 1 放射のゆらぎの振幅と ω

ここで運動量空間から実空間へのゆらぎのスペクトルの変換のために

1√
2π

4
3

k3/2∆R −→ ∆R (63)

とおいておく．すると図 2のようになる．
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図 2 放射のゆらぎの振幅と l

3.2 Silk damping効果

次にフォトン-バリオンプラズマにおけるゆらぎのダンピング効果を考える．これは Silk damping

効果として知られている効果である．これは小さなスケールのゆらぎを消し去る効果となる．

再結合のとき，フォトンは一瞬でバリオンとの相互作用が切れてしまうわけではない．はじ

めは頻繁にバリオンと衝突していたものが，徐々に衝突の回数が減っていき，最終的にはほと

んど衝突しなくなるという連続的なものである．はじめは短い距離しかまっすぐ進めなかった

ものが，徐々に長い距離を進めるようになりフォトンは拡散していく．だが依然としてバリオ

ンと衝突するので，摩擦が働き，バリオンを引きずってしまう．これによりバリオンの密度ゆ

らぎはあるスケールでならされることになる．このようなバリオンゆらぎの減衰を Silk damping

という．

Silk dampingは ∆R に対して次のように効いてくる [7]．

∆R → exp(−l/ls)∆R . (64)

ここで lsはフォトンの tLS までの拡散距離を多重極で表したものである．図 2に Silk dampingの

効果を加えたものが，図 3である．l の大きい部分のゆらぎがならされているのがわかる．



12 中島　政広

図 3 Silk dampingを加えたときの放射の振幅

3.3 Sachs-Wolfe効果と Velocity効果

Peacockの手法に従えばゆらぎのスペクトルは

T 2
3D

=

[(
1
3

+ fSW

)2
+

1
3

f 2
V

]
∆2

R
(65)

と書ける．ここで

fSW = − 1
4ω2x

[(
1
q

+
1
x

)
+
(

1− 4
3q

)
∆DM

∆R

]
, (66)

fV =
1
ω

H
Heq

x f (Ω), f (Ω) � Ω0.6 (67)

であり，それぞれ Sachs-Wolfe (SW)効果，Velocity効果である．SW効果は自由になった光が最

終散乱面から出るときに，そこにある重力ポテンシャルのゆらぎを這い上がってくるときに生

じる効果である．Velocity効果は最終散乱面での流体の運動におけるドップラー効果である．

SW効果を加えると，図 4のようになる．(65)式を見てもらえればわかるように，SW効果は

ω−2 に比例して効いてくるので，l の小さい部分のゆらぎが大きくなることは理解できると思

う．後に見るが，CMB放射のパワースペクトルの lの小さい部分が平坦なのはこの効果である．

そして Velocity効果を加えたものが，図 5である．(66)式から Velocity効果は ω−1 に比例し

て効いてくることがわかる．l ∼ 90付近のへこみがならされている．



Λ項とバリオンの入ったゆらぎの方程式 13

図 4 Sachs-Wolfe効果を加えたときの放射の振幅

図 5 Velocity効果を加えたときの放射の振幅

3.4 3次元から 2次元への変換

最後に，ゆらぎは 2次元に射影されたものが観測するので，次式によって 3次元のゆらぎを

2次元のゆらぎに変換してやる．

T 2
2D

= K2
Z ∞

0
T 2

3D

(√
s2 +K2

)
e−s2σ2

r
ds(

s2 +K2
)3/2 . (68)

ここで

σr = 7
√

ΩB h2 Mpc, (H0 = 100h (km/(s·Mpc))) (69)

K：2次元の波数，k：3次元の波数，(k =
√

s2 +K2) (70)

である．すると図 6のようになる．比較のためにボルツマン方程式を用いて解いている cmbfast

の計算結果 [8, 9]を載せておく．cmbfastはWMAPのデータへのフィッティングに用いられて

いるものであり，この計算結果に合わすことが我々の目的である．縦軸は ∆R と関係する量であ
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り，各 l における温度ゆらぎの 2乗を表す．このグラフは l ∼ 10の値で各データを規格化して

ある．

図 6 データの比較　　点線が我々，実線が cmbfast [8, 9]の計算結果である．

グラフを見ると，ピークの位置や数，lの小さいところでの平坦性，ファーストピークが最も

高いことなどは一致していることが分かる．特にファーストピークはよく一致している．この

点からここまで述べてきた手法の元でも，CMB異方性スペクトルをある程度は再現できること

が分かる．しかし l ∼ 60付近での落ち込みやセカンドピーク以降の振幅の不一致等，再現でき

ていない面もある．この点は後で議論することにして，次の節では各パラメータを変化させた

ときのスペクトルの変位を，cmbfastの結果と比較していく．これは我々のシミュレーションの

正当性を見ることにもつながる．

4. スペクトルの振動の原因

スペクトルの振動の原因は何であろうか [10]．その真相を探るために，まずゆらぎの成長に

ついてまとめておく [11]．密度ゆらぎ δは次の表のような成長をする．

放射優勢 物質優勢

λ > dH a2 a

λ < dH かつ λ > λJ × a

λ < dH かつ λ < λJ × ×



Λ項とバリオンの入ったゆらぎの方程式 15

ここで λJ はジーンズ波長と呼ばれるもので，

λJ =

√
πc2

s
Gρa2 (71)

で定義され，λ > λJ の条件を満たせば重力不安定を起こし，ゆらぎは成長することができる．

λ < dH かつ λ > λJ で放射優勢のときは放射の圧力と宇宙膨張がゆらぎの成長を妨げる．

λは aに比例して大きくなるが，dH は放射優勢なら a3/2，物質優勢なら a2 に比例して大き

くなるので，ホライゾンより大きな波長を持つゆらぎも，いずれホライゾンの中に入ってくる．

物質優勢のときにホライゾンの中に入ってきたゆらぎを考えてみる．バリオンと堅く結びつい

た放射とダークマターのゆらぎは，どの時期においても重力によって収縮し，成長する．しか

し，ホライゾンの中に入ってきた放射は，ある程度収縮すると放射圧のため膨張に転じる．し

かしダークマターは重力相互作用しかしないので，そのまま収縮する．膨張に転じた放射はあ

る程度膨張した後，再び重力によって収縮に転じる．このようにダークマターは成長を続ける

が，放射は収縮と膨張を繰り返すのである．放射が最も収縮したときに最終散乱を終えたとし

たら，そこは他の部分より温度が高く観測される．また，最も膨張したときに最終散乱を終えた

としたら，そこは他の部分より温度が低くなる．これがスペクトルの各ピークに対応する．つ

まり，ファーストピークはホライゾンに入ってきてから一度だけ圧縮されたモードであり，セ

カンドピークは一度圧縮され膨張してきたモードである．以後，奇数番目のピークは圧縮され

たモード，偶数番目のピークは膨張したモードに対応する．図 6のようなスペクトルの振動は

このような機構によっていると理解できる．

以下に各 ωにおける，ゆらぎの時間的な成長を表すグラフを載せておく．各グラフとも，最

終散乱 (x = xLS = 2.96697)までゆらぎの成長を計算した．グラフからホライゾンに入るまでは，

各ゆらぎとも δ ∝ x2 に比例して成長しており，ダークマターはホライゾンに入った後も成長し

つづけるが，放射は振動していることがよくわかる．ω = 1.6のモードがホライゾンに入ってき

た後，ちょうど一度だけ圧縮され最終散乱を迎えていることがわかる．これがファーストピー

クに寄与する．ω = 5.5のときは，1回だけ振動できたモードである．これがサードピークに寄

与する．図 10からは，ホライゾンに入ったダークマターが放射優勢の間（x = 1まで）鈍い成

長をし，その後 δDM ∝ xで成長する様子も見て取れる．
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図 7 ω = 1.6

図 8 ω = 5.5

図 9 ω = 16
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図 10 ω = 160

5. パラメータの変化によるスペクトルの変位

この節では各パラメータを変化させたときのスペクトルの変位を，cmbfastの結果と比較して

いくことで我々のシミュレーションの正当性を考察していく．以下に ΩΛ ,ΩB ,H0 を変化させた

ときのグラフを載せておく．各パラメータの変化に対して，cmbfastの計算結果と我々の計算結

果の 2つのグラフが載せてある．

図 11と図 12はΩΛ を変化させたときのスペクトルの変位を示す図である．H0 = 71, ΩB = 0.044

に固定し，トータルの密度パラメータ Ωが 1になるように ΩΛ と ΩDM を変化させた．どちらの

場合も ΩΛ を増加させるに従ってピークの高さが上がり，ピークの位置が右によることがみて

とれる．ピークが右に移行する理由であるが，次のように考えられる．ΩΛ を増加させると最終

散乱面までの距離 rH が大きくなり（(61)式参照），最終散乱面を見込む角度 ∆θが減少するため

ピークの位置が l の大きい方へ移動する（(60)式参照）．一方，ΩΛ が増加すると Ωm が減少す

る．すると zeq � 2.39×104Ωmh2 により zeq が zLS に近づき，そして tLS までの時間が長くなる．

その結果 tLS でのホライゾン DLS が大きくなり（(62)式参照），またそのときのホライゾンスケー

ルの波長が大きくなる．これによりピークの位置が lの小さい方へ移動する（(60)式参照）．DLS

の増加率よりもrHの増加率の方が大きいので，両方の効果が合わさった結果，ピークの位置は

右へ移行する．またピークの高さが上がるのは，ΩΛ の増加により ΩDM が少なくなるためである

[12]．しかし，cmbfastの結果に比べ l ∼ 60での落ち込み，振幅の大きさ等気になる点は多い．

図 13と図 14は ΩB を変化させたときのスペクトルの変位を示す図である．H0 = 71, ΩΛ = 0

に固定し，トータルの密度パラメータ Ωが 1になるように ΩB と ΩDM を変化させた．どちらの

場合も ΩB を増加させるに従ってピークの高さが上がることがわかる．バリオンが増加すると

その重力により収縮する度合いが大きくなるが，膨張の振幅は変わらない．そのためバリオン
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があると奇数番目のピークが上がることが知られており，その点は我々の計算でもよく再現さ

れている．しかし，やはり l ∼ 60での落ち込みや振幅の違いが気になる．

図 15と図 16は H0 を変化させたときのスペクトルの変位を示す図である．ΩΛ = 0.73, ΩB =

0.044, ΩDM = 0.226に固定し，H0 を変化させた．どちらの場合も H0を増加させるとピークが下

がり，ピークの位置が左によることが確認できる．ここでも l ∼ 60での落ち込みや振幅の違い

が気になる．

図 11 ΩΛ の変化 (cmbfast) 図 12 ΩΛ の変化 (our)

図 13 ΩB の変化 (cmbfast) 図 14 ΩB の変化 (our)
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図 15 H0 の変化 (cmbfast) 図 16 H0 の変化 (our)

6. 議論と結論

図 6を見ると，ピークの位置や数，lの小さいところでの平坦性，ファーストピークが最も高

いことなどは一致していることがわかる．またファーストピークの高さはよくあっている．し

かし，図 11，12を見るとそれは偶然のように思える．ΩΛ = 0.7以外では，ファーストピークの

高さが一致していないからだ．また Λ項のあるモデルではどれも l ∼ 60付近での落ち込みが気

になる（図 11，12，15，16）．そしてセカンドピーク以降のずれは著しい．ただし，これらは Λ

項のある宇宙モデルについて特に重要な ISW (Integrated Sachs-Wolfe)効果 [13, 14, 15, 16]を導入

していないことを考えると，結論を出すのは早計である（ISW効果は l ∼ 60あたりの落ち込み

を改善する効果となる [17]）．しかし，Λ項のないモデルでも各ピークの高さが一致しないのは

ISW効果とは無関係である．この点に関しては，以下のような原因が考えられる．

1つ目は Velocity効果がうまく導入できていないのでは，という考えである．Velocity効果に

はバリエーションがいくつかある．例えば，Kodama ＆ Sasaki [4, 5, 6] にあるようにダークマ

ター静止系の速度を用いる方法である．しかし，この速度に変更して見たがうまくいかなかっ

た．今のところ本論文で用いた Peacockの Velocityが最もよく観測に一致している．しかし，次

に述べるような他の原因との組み合わせによって，うまくフィットする Velocityがある可能性

は残されている．

2つ目の原因として挙げられるのは，最終散乱の終了の仕方である．我々は最終散乱が瞬間

的に起こったものと仮定（つまり tight couplingの仮定）して議論を進めてきた．しかし実際，

最終散乱はある程度の幅を持って行なわれる．これにより l の大きなゆらぎがならされる可能

性がある．

3 つ目の原因としてニュートリノの取り扱いの問題がある．我々は放射エネルギーとして

ニュートリノも含め，同じように振動するとして議論を進めてきたが，ニュートリノは他の物
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質と相互作用しないので 1回目の振動で切り離される．すると重力ポテンシャルにも影響が現

れるので，相対的に 2番目以降のピークの高さを変えることになる．放射の 20％程度はニュー

トリノが占めるのでこの効果を無視するわけにはいかない．同様のことはダークマターにも言

える．Peacockの Velocityではダークマターを考慮せず，放射の運動のみを考えた．しかし実際

は，1回目の振動の時あたりまでダークマターも運動しているはずである．その効果も考慮す

べきである．これは Velocity効果のバリエーションの 1つとして考えられる．

以上に述べた問題点は Λ項のある場合でも重要である．今後これらの問題点を改善していく

ことが課題である．いずれにせよ本論文で述べた近似的な手法でも，ある程度スペクトルを再

現できることがわかった．また観測から存在がほぼ確かめられている Λ 項を導入できたこと

は，今後観測とのフィッティングを考えるうえで重要なことである．その際には再イオン化の

効果 [18]，再イオン化によって生じた新しい最終散乱面での Velocity効果や SW効果，そして

ISW効果等を考慮する必要がある．これらの効果を導入するには最終散乱から現在までのゆら

ぎが必要になる．この場合 tight coupling近似が使えないので，新しいゆらぎの方程式が必要を

導出しなければならない．これも今後の課題である．
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Perturbation Equations with Λ Term and Baryon

Masahiro NAKAJIMA

Abstract

Observational results of WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe), reported in February
2003, have announced that Λ term (cosmological constant) exists. Until now, perturbation equations
containing either Λ term or baryon have been studied. In this paper, perturbation equations with both
Λ term and baryon are derived. Even though there are still some problems, numerical results of those
equations are close to the cmbfast results. Using these results we have considered physical processes,
implied in the CMB power spectrum.

Keywords: Λ term (cosmological constant), CMB (Cosmic Microwave Background), baryon, dark mat-
ter


