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)
要　旨

垂直対称性および水平対称性に基づいたゲージ場理論の枠組みのもと導出されたディラック
型の質量行列を考察する．この水平対称性はパウリ代数の中心拡大から生成される．2段階に
わたる対称性の破れは，南部・ゴールドストンボソンやタキオンといった非物理的なモードが
現れない様に構成され，ワインバーグ・サラム理論の全ての結果を再現する．質量行列は荷電
フェルミオンの質量およびクォークのフレーバー混合行列の観測データを再現するのに十分な
数のパラメータを持つ．数値解析により決定されたパラメータ値を使うことで，湯川結合定数
の間にいくつかの経験的な関係が見つかる．この理論が持つ 1つの特異な特徴として，アップ
およびダウンクォークセクターに対する 2乗質量固有値の中に異なる順序が見つけられる．結
果として，ダウンクォークセクターに対する質量行列はカビボ角を表わすのに適した構造を
持つ．

キーワード：水平対称性，パウリ代数の中心拡大，ディラック型の質量行列，フレーバー混合
行列，湯川相互作用．

1. 序論

重力を除いた全ての相互作用は，繰り込み可能なゲージ場の量子論により記述される [1, 2, 3]．

具体的に，電磁相互作用と弱い相互作用を統一的に記述することに成功したワインバーグ・サ

ラム (WS)理論 [4, 5, 6]は群 S UL(2) × UY (1)をゲージ対称性とするゲージ理論であり，強い相

互作用を記述する量子色力学(QCD) [7, 8, 9, 10, 11]は，群 S Uc(3)のカラー対称性を持つ非可換

ゲージ理論である．リー群 GV = S Uc(3) × S UL(2) ×UY (1)を持つ垂直対称性（V対称性）のゲー

ジ場理論で定式化された標準モデル (SM)は，実験室における実験結果を矛盾することなく説明

できる．

しかしながら，こうした SMの成功にも関わらず，素粒子理論には未だに解かれていない多

くの問題が残されている．例えば，なぜクォークやレプトンは 3世代 [12]という形態で存在し，

それらが階層的な構造を持つ特徴的な質量スペクトルとなっているのか，といったことがまだ

明らかになっていないのである．SMは湯川相互作用のパターンに，制限を与える原理を持っ
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ていない．この様な未開の領域はフレーバー物理として知られている [13, 14]．

フレーバー物理の問題に対する一つのアプローチとして，左巻きおよび右巻きフェルミオン

場の基底を調節することにより，テクスチャーゼロと呼ばれるゼロ構造を持つある特定の形の質

量行列を考察する方法がある．ゼロ構造を有するこの質量行列の研究として，エルミート型の

質量行列 [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]や最近接相互作用 (NNI)基底による非エルミート型の

質量行列 [24, 25, 26]が知られている．こうした考えの多くは，その中に含まれるパラメータの

いくつかに仮定を置くことで，フレーバー混合行列の各成分がフェルミオン質量を用いて近似的

に導出される．実際の観測結果を良い近似で再現できる様なテクスチャーゼロを持つ質量行列

の構造として，今までに多くの形が提案されている．実験結果が蓄積され誤差範囲が小さくな

るにつれ，これらの質量行列の形は実験に合う様ないくつかの形に絞られてきている [23, 16]．

しかしながら，パラメータ数を抑えるために課された仮定に対して，理論的な裏付けを持つも

のは少ない．

フレーバー物理に関する他のアプローチは，世代方向に新しい対称性を課すことである．こ

の対称性は V対称性に対して，水平対称性と呼ばれている．水平対称性は標準モデルの中に現

れる未知のパラメータの間に関係を与えるものとして大変有効である．水平対称性の研究は，

大別し不連続対称性と連続対称性に分類される．

よく知られた不連続対称性としては，S 3L × S 3R 対称性に基づくフレーバーデモクラシーによ

る考察が挙げられる [27, 28, 29]．各成分に同じ値を持つデモクラティック行列は，3つの世代

の入れ替えにおいて不変である．3 世代のフェルミオン質量の大きさは階層的になっており，

3世代目の質量は他の 2世代に比べはるかに大きな質量を持つことが知られている．デモクラ

ティック行列は対角化することにより 1成分にのみ値を持つので，この性質を利用しすること

で第 3世代に大きな値を持たせることが可能となる．その他にも多くの不連続対称性が存在し，

水平対称性を特定することは困難である．

水平対称性に連続対称性を用いた議論は，主に U(1) [30] および S U(2) [31, 32, 33]，S U(3)

[34, 35, 36]に限られている．フレーバー混合行列 (FMM)の値はもちろんのこと，南部・ゴール

ドストン (NG)粒子の問題 [37, 38, 39]やフレーバーを交換する中性カレント (FCNC),量子異常

など，一般的に多くのことが考慮されなければならない．

曽我見により定式化された水平 (H) 対称性のゲージ場理論も連続対称性の 1つである [40]．

この論文では従来の水平対称性と区別するため H対称性と記述する．この H対称性のゲージ

場理論では基本的に次の様な考えをとる．大統一理論のスケールを越えることのない高エネル

ギースケール Λ̆以上において，3世代のクォークやレプトンは厳密に H対称性に従い，その基

本表現に属していると仮定する．低エネルギーでは，それらクォークやレプトンは個々に実験

により確かめられている形で存在していると考えるのである．H対称性は，単純リー代数 su(2)

と su(3)の間の中間的な代数によって生成されたリー群によって実現されると想定する．その
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様な代数に対する可能な候補として，本論文では論文 [41, 42]でフレーバー混合行列 [12, 43]を

特徴づけるのに適用されたパウリ代数の中心拡大 Ăを採用する．3つの独立な 2 × 2行列から

なるパウリ代数に対して，新しい代数 Ăは 4つの独立な 3 × 3行列から構成される．この代数

Ăから生成されたリー群 Ğ(Ă)がフレーバー物理の基本的な枠組みを決定し，水平対称性の群

GH を具体化するという立場をとる．

H対称性の新しいゲージ場理論は，NGボソンやタキオンといった非物理的モードが現れるこ

となしに，SMの全ての結果を再現しなければならないことが要求される．さらに，その新しい

理論は SMを越えたいくつかの観測可能な結果を予言すべきである．その様な目的を達成する

ために，電弱 (EW)対称性および H対称性は，互いの関連性を考慮しつつ，組み合わされ，そ

して壊されなければならない．V対称性に対するゲージ場に加え，新しい理論は，代数 Ăの 4

つの独立な生成子によって生成される H対称性の 3重項および 1重項を要求する．SMの EW

スカラー 2重項の代わりに，ここでの定式化においては，2種類の H対称性のスカラー 3重項

Φ̆(x)および Φ(x)が存在すると仮定する．3つの複素 EW1重項から成るスカラー 3重項 Φ̆(x)は

右巻き 3重項のニュートリノとのマジョラナ相互作用を引き起こし，3つの EW2重項から成る

3重項 Φ(x)はフェルミオン 3重項間の湯川相互作用をもたらす．

この定式化による対称性の破れに関しては，H対称性と EW対称性はそれぞれ高エネルギー

スケール Λ̆および低エネルギースケール Λの 2つの段階を経て破られる．ここで，低エネル

ギーの現象論に対する有効理論を定式化するために，対称性の破れの新しい複合機構を展開す

る．はじめに，対称性の部分的な破れのスケールを，3重項 Φ̆(x) (Φ(x))に対するヒッグスポテ

ンシャルの局所的な安定点を見つけることによって暫定的に固定する．次に，3重項 Φ̆(x) (Φ(x))

の展開式において含まれる可能な自由度を使い切ることで残りの対称性を破り，成分場の非物

理的なモードの出現を抑える．

高エネルギースケール Λ̆スケールでは，全ての Hゲージ場が超重量質量を持つベクトル場へ

移り，ニュートリノがマジョラナ質量を獲得する様に 3重項 Φ̆(x)は H対称性を破る．すなわ

ち，この 3重項は単にニュートリノのみと相互作用するスカラー場である．

低エネルギースケールで EW対称性を破る 3重項 Φ(x)は WS理論の全ての結果を再導出す

る．この対称性の破れを通して導出されたフェルミオン場に対するディラック型の質量行列は，

質量の階層性を説明するのに有効なデモクラティック行列 [27]を含み，エルミート行列でない

独自の形を持つ行列となる．また，各セクターでの湯川相互結合定数の数は，標準理論での未

知数に対して 4/9へと減少する．

クォークに対するこの質量行列から質量固有値を導き弱混合行列を表わす際，アップとダウ

ンのそれぞれのクォークセクターに 4つの複素数として導入された湯川結合定数に対する自由

度は，10個の実パラメータとしてまとめられる．通常，水平対称性が課された質量行列が，観

測されている FMMの値を再現するのには多くの困難が生じる [45]．しかしながら，この質量
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行列は，アップクォークとチャームクォークの質量に関する解釈に注意を払うことで，クォー

ク質量や弱混合行列に関する実験データ [44]を制限範囲内で再現できる．数値解析を行うこと

により得れるパラメータの値から，湯川結合定数の大きさの間にいくつかの関係が見出される

[46]．

次の 2節では，FMMとクォーク質量スペクトルの関係を現在の観測結果とともに紹介する．

3節では，フレーバー物理学において今までに行われてきた研究の中で，FMMを観測結果をよ

り良く説明できるクォークの質量行列を紹介する．4節では，論文 [41]で発展させた代数 Ăお
よび関連する群 Ğ(Ă)による H対称性について考察する．Vおよび H対称性のゲージ場理論を

定式化するのに必要なボソン場を 5節で調べる．この理論のラグランジュ密度は，それら対称

性の不変性から明確に作り上げられることを 6節でみる．7節では，非物理的なモードが対称

性の破れる相において現れない様に，スカラー 3重項の展開式の中に含まれる自由度の取扱い

方について議論する．高エネルギースケール Λ̆での H対称性の破れを 8節で調べ，低エネル

ギースケール Λでの EW対称性の破れを 9節で解析する．10節では，ディラック型の質量行

列から実験結果を再現できる様なパラメータについて調査を行う．11節でこの理論の定式化お

よび質量行列の性質を議論し，未解決の問題を指摘する．一般の質量行列に関する変形やスカ

ラー 3重項の EWおよび H不変量の間の恒等式に関する解析は付録で行う．

2. フレーバー混合行列とクォーク質量スペクトルの関係

弱い相互作用の中で，W+ および W− を媒介とする相互作用は荷電弱カレント

Jμ+W =
1√
2

(
Ψ̄νLγ

μΨe
L + Ψ̄

u
Lγ

μΨd
L

)
, Jμ−W =

1√
2

(
Ψ̄e

Lγ
μΨνL + Ψ̄

d
Lγ

μΨu
L

)
(1)

を通して行われる．この弱基底状態 Ψ f
L においてラクランジュ密度の湯川相互作用部分は

LY
M =

∑
f=u,d,ν,e

Ψ̄
f

LM fΨ
f

R + h.c. (2)

と記述される．ここで，質量行列M f は，一般的に対角行列ではない．この質量行列は弱基底

状態から質量基底状態へのユニタリ変換

Ψu
h = Uu

huh, Ψd
h = Ud

h dh (h = L,R) (3)

により対角化され，荷電弱カレントは

Jμ+W =
1√
2

ūi
Lγ

μ
(
Uu

L
†Ud

L

)i j
di

L (4)

と表わせる．この中に現れる行列

V = Uu
L
†Ud

L (5)
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がフレーバー混合行列である．クォークの持つ位相の自由度を使うことにより，この 3 × 3ユ

ニタリ行列が 3つの混合角と 1つの位相で表わせることから，小林・益川は CPの破れの原因

を説明した [12]．CKM行列として知られるこの行列にはいくつかの異なる表現があるが，現在

Particle Data Group(PDG) [44]により採用されている形は

VCKM =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
c12c13 s12c13 s13e−iδ

−s12c23 − c12s23 s13eiδ c12c23 − s12s23 s13eiθ s23c13

s12 s23 − c12c23s13eiδ −c12s23 − s12c23 s13eiδ c23 s13

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (6)

である．ここで si j = sin θi j，ci j = cos θi j とする．実験的には

s13 � s23 � s12 � 1 (7)

という関係がわかっている．また 1-2成分の混合角はカビボ角としてしられており [43]，近似

的に関係式

s12c13 � θC = λ (8)

が成り立っている．Wolfensteinはカビボ角によるオーダーでフレーバー混合行列が持つ階層性を

VW =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 − 1

2λ
2 λ Aλ3 (ρ − iη)

−λ 1 − 1
2λ

2 Aλ2

Aλ3 (1 − ρ − iη) −Aλ2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (9)

と表わした [47]．CP位相を測る量としては再位相不変量がある [48]．これは Jarlskog不変量と

して知られており，様々な表現が存在する．その 1つの例として

J = Im
(
VusVcbV∗ubV∗cs

)
(10)

が挙げられる．これらの値は現在小さな誤差の範囲で決定されており，混合行列の各成分の大

きさは

VCKM =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.97419 ± 0.00022 0.2257 ± 0.0010 0.00359 ± 0.00016

0.2256 ± 0.0010 0.97334 ± 0.00023 0.0415+0.0010
−0.0011

0.00874+0.00026
−0.00037 0.0407 ± 0.0010 0.999133+0.000044

−0.000043

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (11)

であり，Jarlskog不変量は

J =
(
3.05+0.19

−0.20

)
× 10−5 (12)

にまで制限されている [44]．

物理的に意味のある方法で，異なるクォーク質量の大きさを得るためには，同じ繰り込み手
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法のもと同じエネルギースケールで全てのクォーク質量を記述しなければならない．ここで用

いるクォーク質量は，MS スキームによる繰り込み群方程式を使って計算された Zボソンのエ

ネルギースケール mZ = 91.2 GeVでの値

mu = 1.27+0.50
−0.42 MeV, mc = 0.619±0.084 GeV, mt = 171.7±3.0 GeV,

md = 2.90+1.24
−1.19 MeV, ms = 55+16

−15 MeV, mb = 2.89±0.09 GeV,
(13)

を使用する [49, 50]．荷電レプトンに対しても同様に，mZ = 91.2 GeVのエネルギースケールで

の各質量の値は

me = 0.486570 MeV, mμ = 102.718138 MeV, mτ = 1746.248815 MeV (14)

と計算されている．

これらクォークの質量値と混合行列のカビボ角の間に

λ ∼
√

md

ms
(15)

という関係が成り立つことは以前から指摘されてきた [51, 52, 53]．次節で記述する様に，フレー

バー物理における FMMの値を調べる際には，この関係式が中心的な役割を果たしてきた．

3. クォークの質量行列とフレーバー混合行列

カビボ角とクォーク質量の関係 (15)が導き出される様な質量行列の構造として，湯川結合項

のフェルミオン場の基底を調節することにより得られるエルミート型の質量行列と NNI基底に

基づいた非エルミート型の質量行列などが挙げられる．ここではゼロ構造を持つ質量行列とし

て，この 2つのタイプの質量行列を見る．さらに，フレーバー物理における対称性を用いた議

論を紹介する．

3.1 エルミート型の質量行列

関係式 (15)を導ける質量行列の 1つとして Fritzsch型として知られているものがある．ある

一般的な質量行列M f は，エルミート行列とユニタリ行列の積で表わせるため，右巻き成分の

弱基底状態を適当にとることでエルミート行列に変換できる [17]．さらに観測量 (5)に影響を

与えることなしに，アップクォークセクターおよびダウンクォークセクターの質量行列に対し

て共通のユニタリ変換 S Mf S † を行うことで

Mf =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E f Af 0

A∗f D f B f

0 B∗f C f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ( f = u, d) (16)
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と変形できる [16]．

このエルミート行列は Mu13 = Mu31 = 0と Md13 = Md31 = 0部分に合計で 2つのゼロ構造を持

つが，さらにそれぞれのセクターに 2つのゼロ構造を加えた質量行列を，合計して 6つのテク

スチャーゼロを持つ質量行列という．特に，Mu11 = 0および Md11 = 0，Mu22 = 0，Md22 = 0にゼ

ロ構造を持たせた質量行列

MH f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Af 0

A∗f 0 Bf

0 B∗f C f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 |Af |eiφA 0

|Af |e−iφA 0 |Bf |eiφB

0 |Bf |e−iφB C f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (17)

は Fritzsch型の質量行列と呼ばれている [15]．

この質量行列は対角行列

P =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
eiφA 0 0

0 1 0

0 0 eiφB

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (18)

を導入することで

PMH f P† = M′H f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 |Af | 0

|Af | 0 |Bf |
0 |Bf | C f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (19)

と書き直せる．この行列の固有値は関係式

λ f 1 + λ f 2 + λ f 3 = |C f |,
λ f 1λ f 2 + λ f 2λ f 3 + λ f 3λ f 1 = −

(
|Af |2 + |Bf |2

)
,

λ f 1λ f 2λ f 3 = −|Af |2|C f |,

(20)

を満たす．結果として得られるフレーバー混合行列の各成分の大きさは

|Vaα| = 1
(λa − λb)(λa − λc)(λα − λβ)(λα − λγ)
× [ (|Au |2 + λbλc

) (
|Ad |2 + λβλγ

)
+ 2|Au||Ad ||Bu||Bd | cos(φA + φB)

+
{
|Bu|2 + (λa + λb)(λa + λc)

} {
|Bu|2 + (λα + λβ)(λα + λγ)

}
+ 2|Au||Ad | (λa − |Cu|) (λα − |Cd |) cos φA

+ 2|Bu||Bd |λaλα cos φB(
|Au|2 + |Bu|2 + λbλc

) (
|Ad |2 + |Bd |2 + λβλγ

) ]

(21)
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とまとめて記述できる．ここで (a, b, c)は (u1, u2, u3)，(α, β, γ)は (d1, d2, d3)のいずれかをとる

ものとする．関係式 (20)を満たす様に各固有値に対してクォーク質量を

(λ f 1, λ f 2, λ f 3) = (mf 1,−mf 2,mf 3) (22)

と割り当てる．ここで

mu1 = mu, mu2 = mc, mu3 = mt,

md1 = md, md2 = ms, md3 = mb,
(23)

とする．この時，混合行列の 1-2成分は近似的に

|Vu1d2| = |Vus | ∼
∣∣∣∣∣∣
√

mu

mc
−
√

md

ms
e−iφA

∣∣∣∣∣∣ (24)

と表わせる．上式の第 1項は近似的に無視できるので，(15)の関係が成り立つ．しかしながら

2-3成分

|Vu2d3| = |Vcb | ∼
∣∣∣∣∣∣
√

ms

mb
−
√

mc

mt
eiφB

∣∣∣∣∣∣ (25)

から，トップクォークの質量が

mt ≤ mc(√
ms
mb
− |Vcb|

)2 ∼ 90GeV (26)

と制限されることになり，このモデルでは実験結果を再現できない [18, 19]．

この困難を避けるための 1つの方法として，2-2成分に値を持たした 4つのテクスチャーゼロ

を持つ質量行列

Mf =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Af 0

A∗f D f B f

0 B∗f C f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 |Af |eiφA 0

|Af |e−iφA Df |Bf |eiφB

0 |B∗f |e−iφB C f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (27)

が提案されている [20, 21, 22]．この拡張された Fritzsch型の質量行列も同じ方法で固有値の間

の関係

λ f 1 + λ f 2 + λ f 3 = |C f | + |Df |,
λ f 1λ f 2 + λ f 2λ f 3 + λ f 3λ f 1 = −

(
|Af |2 + |Bf |2

)
+ |C f ||Df |,

λ f 1λ f 2λ f 3 = −|Af |2|C f |,

(28)

が得られる．この固有値に対してクォーク質量を (22)と同様に割り当て，Dの値を

0 ≤ Df ≤ mf 2 � C f (29)
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と想定することで，それぞれの成分は

|Af | ≈ √mf 1mf 2, |Bf | ≈
√(

mf 2 + Df

)
mf 3, C f ≈ mf 3 (30)

と表わせる．このとき，近似的に混合行列は

V ≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −

√
md
ms
+
√

mu
mc

eiφ1
√

mu
mc

eiφ1
(
γd − γueiφ2

)
−
√

mu
mc
+
√

md
ms

eiφ1 eiφ1 eiφ1
(
γd − γueiφ2

)
√

md
ms

eiφ1
(
γu − γdeiφ2

)
eiφ1

(
γu − γdeiφ2

)
ei(φ1+φ2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(31)

と表わせる．ここで

γu =

√
ms + Du

mb
, γd =

√
mc + Du

mt
(32)

とする．1-2成分は拡張前の Fritzsch型と同様に (15)の関係が成り立つ．一方，2-3成分は

|V23| ≈
∣∣∣∣∣∣
√

ms + Du

mb
−
√

mc + Du

mt
eiφ2

∣∣∣∣∣∣ (33)

となり，(29)からトップクォークの質量の制限は

mt ≤ 2mc(√
ms
mb
− |Vcb |

)2 ∼ 180GeV (34)

と広がり，拡張前の困難を回避できる [21]．

一般的に，任意の質量は，観測量に影響を与えない範囲内で，(16)の形まで変形できる．し

かしそれ以上の制限は一般的に与えられるものではなく，仮定としておかざるを得ない．

今では，エルミート型の質量行列に対して実験結果をよく再現できる 5つのテクスチャーゼ

ロを持つ質量行列の組み合わせが Ramondと Roberts, Ross (RRR)により，表 1の 5つの型に分

類されている [23].

3.2 非エルミート型の質量行列

今まで，右巻き成分の基底を調節することにより，質量行列がエルミート行列であるとして考

えてきた．しかし，最近接相互作用 (NNI)基底と呼ばれる基底をとることにより，ジェネリッ

クな質量行列は 1-1成分，1-3成分，3-1成分，2-2成分が 0である非エルミートな行列

M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 A 0

A′ 0 B

0 B′ C

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (35)

にも変形できる [24]（付録 A）．この質量行列は，エルミート条件を課すことで Fritzsch型の行
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表 1 5テクスチャーの 5つの形態

型 Mu Md

第一型

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Au 0

A∗u Du 0

0 0 Cu

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 A 0

A∗d Dd Bd

0 B∗d Cd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

第二型

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Au 0

A∗u 0 Bu

0 B∗u Cu

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 A 0

A∗d Dd Bd

0 B∗d Cd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

第三型

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 Fu

0 Du 0

F∗u 0 Cu

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 A 0

A∗d Dd Bd

0 B∗d Cd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

第四型

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Au 0

A∗u Du Bu

0 B∗u Cu

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 A 0

A∗d Dd 0

0 0 Cd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

第五型

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 Fu

0 Du Bu

F∗u B∗u Cu

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 A 0

A∗d Dd 0

0 0 Cd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

列 (17)となる．こうした非エルミート型の質量行列 Mは，一般に半単純行列でない．そこで一

般的に

MM† =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
|A|2 0 AB′∗

0 |A′|2 + |B|2 BC∗

A∗B′ B∗C |B′|2 + |C|2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (36)

へと変形することで，その固有値および混合行列が調査できる．

Fritzsch型の質量行列が持つ困難を避ける非エルミート型の質量行列として，(35)で A′ = A，

B′ = Cとする行列

Mf =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 Af 0

Af 0 Bf

0 C f C f

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (37)

が提案されている [25]．この行列をエルミート型 (36)で表わし，ユニタリ行列 Uh = PhOh によ
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り対角化すると，直交行列 Of は近似的に

Of �

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −
(

1
2

) 1
4
√

m f 1
m f 2

(
1
2

) 1
4
√

m f 1m f 2

m2
f 3(

1
2

) 1
4
√

m f 1
m f 2

1 m f 2
m f 3

−2
3
4

√
m f 1m f 2

m2
f 3

−m f 2
m f 3

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(38)

と表わされる．この時，混合行列の 1-2成分は

|V12| �
∣∣∣∣∣∣∣
(

1
2

) 1
4
√

md

ms
−
(

1
2

) 1
4
√

mu

mc
eiα − (2)

3
4

√
mumc

m2
t

ms

mb
eiβ

∣∣∣∣∣∣∣ (39)

となり (15)の関係はおおよそ満たされる．一方，2-3成分からも

|V23| �
∣∣∣∣∣∣∣ms

mb
− mc

mt
ei(β−α) −

√
1
2

mu

mc

√
mdms

m2
b

eiα

∣∣∣∣∣∣∣ (40)

と表わせることから，Fritzsch型で現れた問題は一見発生しない．しかしながら，観測的制限

|Vub|/|Vcb|の値を再現することはできない [26]．したがって，ここで課された制限を B′ ∼ Cのよ

う緩めなければならない．いずれにせよ，NNI基底から得られる非エルミート型の質量行列の

各成分に対して，(37)の様にパラメータを制限する様な理論的根拠はない．

3.3 水平対称性

フレーバー物理に制限を与えるために，世代間に対称性を課す議論がある．標準理論で与え

られている対称性を縦方向の対称性とし，世代間に想定される対称性を横方向の対称性におく

ことで 2つの対称性を区別する．前者を垂直対称性と呼び，後者を水平対称性と呼ぶ．水平対

称性は大別して連続対称性と不連続対称性に基づいて議論されている．

不連続対称性の議論には多くの種類が存在する．ここでは，S 3 対称性によるフレーバーデモ

クラシーについて説明する．S 3L × S 3R 対称性の下で不変な行列としてデモクラティック行列

D =
1
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (41)

がある [27]．この行列はユニタリ行列

V =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1√
2
− 1√

6
1√
3

− 1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (42)
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により

V†DV =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (43)

と対角化され，第 3成分にのみ値を与えることができる．こうしたデモクラティック行列の性

質は，第三世代のクォーク質量が他の世代に比べ非常に重くなることのよい理由付けとなる．

しかしながら，この行列のみでは実際の質量スペクトルを説明することはできず，S 3L × S 3R

対称性を破る項を加えなければならない．その 1つの例として

M f =
Δ f

3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
δ

f
1 0 0

0 δ
f
2 0

0 0 δ
f
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (44)

を紹介する [28, 29]．まず，デモクラティック基底で V†MqVと変形する．この固有値は近似的に

mf
1 �

1
3

(
δ f

1 + δ
f
2 + δ

f
3

)
− ξ

f

6
,

mf
2 �

1
3

(
δ

f
1 + δ

f
2 + δ

f
3

)
+
ξ f

6
,

mf
3 � Δ f +

1
3

(
δ

f
1 + δ

f
2 + δ

f
3

)
,

(45)

と表わせ，その行列 V†MqV を対角化する直交行列は

Bf �

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos θ f sin θ f −λ f sin 3θ f

− sin θ f cos θ f −λ f cos 3θ f

λ f sin 2θ f λ f cos 2θ f 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (46)

となる．ここで

tan 2θ f � −√3
δ

f
2 − δ f

1

2δ f
3 − δ f

2 − δ f
1

,

λ f =
1√
2

ξ f

3Δ f ,

ξ f =

√(
2δ f

3 − δ f
2 − δ f

1

)2 − 3
(
δ

f
2 − δ f

1

)2
,

(47)

である．このモデルでは，各パラメータを

(
δu

1, δ
u
2, δ

u
3
) ∝ (√mμ,

√
me,
√

mτ

)
,

(
δd

1, δ
d
2, δ

d
3

)
∝
(√

me,
√

mμ,
√

mτ

)
(48)

と選ぶことで，カビボ角に対応する角 θC = θ
u − θd は

tan θC =
√

3
√mμ − √me

2
√

mτ − √mμ − √me
= 0.225 (49)
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となり，よい一致をみせることが分かる．しかし (48)には物理の理論的根拠が全くない．

一方，連続対称性を用いた議論としては，主に U(1)対称性および S U(2)対称性，S U(3)対称

性を使ったものに限られている．ここでは関係式 (15)を導く S U(2)対称性の 3次元表現を用い

たWilczekと Zeeによる議論について紹介する [31]．

フェルミオン場として水平方向に 3重項を持つ場

ΨL(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ u(x)

d(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ c(x)

s(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ t(x)

b(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
L

, ΨR(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u(x)

c(x)

t(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
R

, ΨR(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
d(x)

s(x)

b(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
R

(50)

を導入する．フェルミオン質量を引き起こす湯川項において，階層的な質量スペクトルを生む

最も効率的な選択として，ベクトル型のヒッグス場 ηおよびテンソル型のヒッグス場 ϕのそれ

ぞれが含まれる 2つの項

Ψ̄i
Lαη

k
αΨ

j
Rεi jk, Ψ̄i

Lαϕ
i j
αΨ

j
R, (51)

を考える．ここで添字 αは S U(2)垂直対称性の変換を表わし，i, j, kは S U(2)水平対称性の変換

を表わしている．ヒッグスポテンシャルを適当にとることにより，それぞれのヒッグス場が真

空の期待値

〈ϕi j
α=+1〉 ∝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0

0 −1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (52)

および

〈ηi
α=+1〉 ∝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

ε

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (53)

を取る様な最小値が考えられる．ここで ε は輻射補正項であり，他の成分に比べ非常に小さい

とする．この補正項を ε = c
b と置き直すことで，質量行列は

M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 c 0

−c −a b

0 −b a

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (54)
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の形をとる．このことを考慮し，M†Mの固有値問題を解くことで質量固有値

mq
1 �

a2c4

(a2 − b2)2 ,

mq
2 � (a − b)2,

mq
3 � (a + b)2,

(55)

が得られ，カビボ角要素は近似的に

|Vus| ∼
∣∣∣∣∣∣
√

md

ms
−
√

mu

mc

∣∣∣∣∣∣ (56)

となる．しかしながら，このモデルでも十分な大きさのトップクォーク質量は得られず，さら

なる拡張が必要となる [32]．

4. H対称性

フレーバー物理に潜む多くの豊かな現象を説明するために，H対称性とその破れの機構は柔軟

かつ精巧な構造を持たなければならない．パウリ代数の中心拡大 Ăと関係するリー代数 Ğ(Ă)†1

は，その様な特徴を持つゲージ場理論を適切に定式化することを可能にする．

4.1 パウリ代数の中心拡大

パウリ代数の中心拡大 Ăは su(3)の部分代数である．この代数 Ăの四つの独立な生成子は，
su(3)に対するゲルマン行列 λ j ( j = 1, 2, · · · , 8)の線形結合によって形成される．その中心はデ

モクラティック行列

D̆ =
1
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
1
3

(I + λ1 + λ4 + λ6) (57)

である．これは射影元であり，等冪の性質

D̆2 = D̆ (58)

†1 不連続な S 3 対称性の 3 × 3行列表現から抽出された線形独立な元から生成されるこの群 Ğ(Ă) [41]
は，不連続な古典群 S 3 の連続な量子的拡張として解釈できる．
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を持つ．この代数の他の三つの線形独立な生成子は⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ̆1 =
1√
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1

0 −1 1

−1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
1√
3

(λ3 − λ4 + λ6) ,

τ̆2 =
1√
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i i

i 0 −i

−i i 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
1√
3

(λ2 − λ5 + λ7) ,

τ̆3 =
1
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 1

−2 1 1

1 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
1
3

(−2λ1 + λ4 + λ6 +
√

3λ8) ,

(59)

により与えられる．これらの生成子はパウリ型の積則

τ̆ j τ̆k = δ jk (I − D̆) + i ε jkl τ̆l (60)

および規格化条件

Tr(τ̆ jτ̆k) = 2δ jk (61)

に従う．これらの元とデモクラティック行列 D̆は，

D̆ τ̆ j = τ̆ j D̆ = 0 (62)

という意味で直交している．ここで，我々は

Ă = {D̆, τ̆1, τ̆2, τ̆3} (63)

として構成されたパウリ代数の中心拡大を，フレーバー物理に対して基本となる H対称性を生

成するリー代数と同定する．

リー群 Ğ(Ă)は，代数 Ăの元に対する全ての可能な線形結合による指数関数写像の集合

Ğ(Ă) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩Ω(ϑ) = exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝iϑ0D̆ + i
3∑

j=1

ϑ j τ̆ j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : ϑ0, ϑ j ∈ R
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (64)

によって定義される．これが H対称群 GHと同定されたリー群 Ğ(Ă)である．この群GHは 2つ

の部分群

S UH(2) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩Ω2(ϑ) = exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝i
3∑

j=1

ϑ j τ̆ j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : ϑ j ∈ R
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (65)
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および

UH(1) =
{
Ω1(ϑ0) = exp(iϑ0D̆) : ϑ0 ∈ R

}
(66)

を持つ．以下で行う解析に対して，

Ω2(ϑ) = D̆ + cosΘ(I − D̆) +
sinΘ
Θ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝i
3∑

j=1

ϑ jτ̆
j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (67)

および

Ω1(ϑ0) = eiϑ0 D̆ + (I − D̆) (68)

の様に代数 Ăの元で表記された群要素を使うと便利である．ここで Θ2 =
∑3

j=1 ϑ
2
j とする．

H対称性の不変量を導くために，複素共役や転置操作の下での群要素の振舞いを調べること

が必要となる．(59)で表わした行列 τ̆ j の具体的な表現から関係式 τ̆2(iτ̆ j)∗ = (iτ̆ j)τ̆2 が得られる．

この関係より

τ̆2Ω2(ϑ)∗ = Ω2(ϑ) τ̆2 (69)

が導かれる．S UH(2)の群要素に関するこの恒等式は，以下で，いくつかの H多重項の変換特性を

調べる際に欠かせぬ役割を担う．転置に関しては，EW対称性やローレンツ対称性の行列や多重

項から，H対称性の行列や多重項を区別することに注意しなければならない†2．ここで左上に置

かれた通常の記号 tは，電弱対称性やローレンツ対称性の自由度と関係づけられた量に対する転

置操作として使う．左上に置かれた新しい記号 t̆は，H対称性の自由度と関係づけられた量に対

する転置操作として使うために導入する．(59)から，転置操作 t̆の下，関係式 τ̆2
t̆(iτ̆ j) = (−iτ̆ j)τ̆2

が成り立つことを証明できる．対応して，群要素は恒等式

τ̆2
t̆Ω2(ϑ) = Ω2(−ϑ) τ̆2 = Ω2(ϑ)−1 τ̆2 (70)

を満たす．この恒等式はフェルミオンおよびスカラー 3重項から H不変量を構成する際に必要

となる．

パウリ行列 τ j および (59)で表現された行列 τ̆ j は複素共役と転置操作の下，同じ振舞いをす

る．パウリ行列によって生成された EW対称性の群要素は，置き換え τ̆ j → τ j によって，(69)

および (70)から得られた関係を満たす．

†2 簡単のために，この論文ではカラー対称性に対する多重構造を具体的に表わしていない．
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4.2 D̆および (τ̆1, τ̆2, τ̆3)の核

生成子 τ̆3 および D̆の同時固有状態は

| 1 〉 = 1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

−1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , | 2 〉 =
1√
6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

−2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , | 3 〉 =
1√
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (71)

という形で得られる．ここで，2重項 { | 1 〉, | 2 〉 }および 1重項 { | 3 〉 }は対称群 S 3 の既約表現で

あることを注意しておく．

これらの固有状態は H基本多重項を表わすのに便利な基底を形成する．これらのベクトルに

おける生成子 τ̆ j および D̆の作用は

τ̆1| 1 〉 = | 2 〉, τ̆1| 2 〉 = | 1 〉, τ̆1| 3 〉 = 0,

τ̆2| 1 〉 = i| 2 〉, τ̆2| 2 〉 = −i| 1 〉, τ̆2| 3 〉 = 0,

τ̆3| 1 〉 = | 1 〉, τ̆3| 2 〉 = −| 2 〉, τ̆3| 3 〉 = 0,

D̆| 1 〉 = 0, D̆| 2 〉 = 0, D̆| 3 〉 = | 3 〉

(72)

とまとめられる [41]．明らかに，2重項 {| 1 〉, | 2 〉}は生成子 D̆の核であり，1重項 {| 3 〉}は生成
子 τ̆1 および τ̆2，τ̆3 の核である．したがって，状態 | 3 〉は

Ω(ϑ) | 3 〉 = exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝iϑ0D̆ + i
3∑

j=1

ϑ j τ̆ j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | 3 〉 = eiϑ0 | 3 〉 (73)

を満たし，GH 群の全ての要素に対する固有状態である．

4.3 クォークとレプトンの H3重項

高エネルギー領域において，垂直対称性に対して同じ量子数とカイラリティによって特徴づ

けられた 3世代のフェルミオンが，基本 H3重項

Ψ
f

h (x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψ

f
h1(x)

ψ
f

h2(x)

ψ
f

h3(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (74)

を形成すると想定する．ここで f (= q, u, d; l, ν, e)は電弱多重項を識別し，h (= L,R)はカイラル成

分を表わす．特に，Ψ f
L (=Ψ q

L , Ψ
l
L)は電弱 2重項からなる H3重項であり，Ψ f

R (=Ψ u
R , Ψ

d
R , Ψ

ν
R, Ψ

e
R)

は電弱 1重項からなる H3重項である．
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具体的に，カイラルフェルミオン場に対する基本多重項は，クォークセクターに対して

Ψ
q
L (x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ u(x)

d(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ c(x)

s(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ t(x)

b(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
L

, Ψ u
R(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u(x)

c(x)

t(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
R

, Ψ d
R (x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
d(x)

s(x)

b(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
R

(75)

と表わせ，レプトンセクターに対して

Ψ l
L(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ νe(x)

e(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ νμ(x)

μ(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ντ(x)

τ(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
L

, Ψ ν
R(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
νe(x)

νμ(x)

ντ(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
R

, Ψ e
R(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
e(x)

μ(x)

τ(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
R

(76)

と表わせる．

ここで，一般的なH3重項 T を考え，H対称性が有する特徴を説明する．その特徴とは，T (= | T 〉)
の全ての成分の和が S UH(2)変換のもと不変であるということである．このことを見るために，

{{T }} =
3∑

i=1

Ti =
√

3 〈 3 | T 〉 (77)

によって，T に関する操作 {{· · ·}}を導入する．以降，T の全ての成分和 {{· · ·}}を H和と呼ぶ．次

に，(73)の中で与えた固有ベクトル | 3 〉の特徴により，GH の作用

T → Ω(ϑ) T (78)

は，{{T }}の変換

{{T }} → exp (iϑ0){{T }}. (79)

を引き起こす．それゆえ，H和 {{T }}は GH 群の任意の要素に対して固有状態として振舞い，特

に，S UH(2)群の作用のもとで不変となる．

5. V × H対称性のゲージ場理論におけるボソン場

低エネルギーでの SMの成功を考慮すると，新しいゲージ理論には，SMに登場するフェルミ
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オン場やゲージ場を含むことが要請される．H対称性および V対称性のゲージ場理論に対する

最も単純な一般化を実現するために，必要となるゲージ場および H多重項を成すスカラー場を

加える．

5.1 ゲージ場

垂直対称性である S Uc(3)および S UL(2)，UY(1)部分群に対するゲージ場を，それぞれ A(3) j
μ (x) ( j =

1, · · · , 8)および A(2) j
μ (x) ( j = 1, 2, 3)，A(1)

μ (x)によって表わす．A(k)
μ (x)に対するゲージ結合定数を

gk (k = 1, 2, 3)で表わすことで，ゲージ場 A(k)
μ (x)の場の強さ（曲率テンソル）は

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
F(3) j
μν = ∂μ A(3) j

ν − ∂ν A(3) j
μ + g3 f jkl A(3)k

μ A(3)l
ν ,

F(2) j
μν = ∂μ A(2) j

ν − ∂ν A(2) j
μ + g2 ε jkl A(2)k

μ A(2)l
ν ,

F(1)
μν = ∂μ A(1)

ν − ∂ν A(1)
μ

(80)

によって定義される．ここで f jkl および ε jkl はそれぞれ S U(3) および S U(2) 群の構造定数で

ある．

生成子 { τ̆1, τ̆2, τ̆3 }および { D̆ }に対応して，Hゲージ場の 3重項 Ă(2) j
μ (x) ( j = 1, 2, 3)および 1

重項 Ă(1)
μ (x)が

τ̆ j ↔ Ă(2) j
μ (x), D̆ ↔ Ă(1)

μ (x) (81)

として存在すると仮定する．結合定数 ğk のゲージ場 Ă(k)
μ (x)は，場の強さ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

F̆(2) j
μν = ∂μĂ(2) j

ν − ∂νĂ(2) j
μ + ğ2 ε jkl Ă(2)k

μ Ă(2)l
ν ,

F̆(1)
μν = ∂μĂ(1)

ν − ∂νĂ(1)
μ

(82)

を持つ．Vおよび H対称性のゲージ場 A(k)
μ (x) (k = 1, 2, 3)および Ă(k)

μ (x) (k = 1, 2)は，それぞれ V

× H対称群の 1重項表現に属する．

5.2 スカラー場

H対称性と EW対称性の破れを引き起こすために必要とされる 2種類の H多重項のスカラー

場が存在すると仮定する．高エネルギースケール Λ̆のまわりで H対称性を破る役割を持つスカ

ラー場として，V対称性の 1重項に属しており H対称性の基本 3重項

Φ̆(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ̆1(x)

φ̆2(x)

φ̆3(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (83)

を形成する 3つのスカラー場 φ̆ j(x)を導入する．このスカラー 3重項は，右巻きニュートリノ 3
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重項 ΨνR(x)以外のフェルミオン場と相互作用しない．この Φ̆(x)の特徴により，スケール Λ̆の

ディラック質量を獲得するフェルミオン場は出現しない．関係式

˜̆Φ(x) = iτ̆2Φ̆
∗
(x) (84)

によって定義された新しい 3重項は，(69)の関係により，S UH(2)群の作用のもとで，Φ̆(x)と同

じ変換特性を示す．ここで，この 3重項を Φ̆(x)の半随伴 3重項と呼ぶ．

スケール Λ � ΛEW での EW対称性の破れによって湯川相互作用からディラック質量を与える

ためには，EWおよび H対称性の両方の非自明な多重項に属する新しい組のスカラー場が存在

することが要求される．その様な場の可能な選択として，電弱ハイパー荷 YEW = 1を持つ電弱

2重項の場 Φ j(x) = t(φ+j (x), φ0
j (x)) ( j = 1, 2, 3)が

Φ(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Φ1(x)

Φ2(x)

Φ3(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ φ
+
1 (x)

φ0
1(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ φ
+
2 (x)

φ0
2(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ φ
+
3 (x)

φ0
3(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(85)

として H3重項を形成するとする．これに対して，その半随伴 3重項を

Φ̃(x) = (iτ̆2)(iτ2)Φ∗(x) = (iτ̆2)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
iτ2Φ

∗
1(x)

iτ2Φ
∗
2(x)

iτ2Φ
∗
3(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = (iτ̆2)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ φ0∗
1 (x)

−φ−1 (x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ φ0∗
2 (x)

−φ−2 (x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ φ0∗
3 (x)

−φ−3 (x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(86)

によって定義する．これらの両 3重項は，H対称性に対する群 S UH(2)および電弱アイソスピ

ンに対する群 S UL(2)のもとで，同じ変換特性を持つ．H3重項 Φ̃(x)および Φ(x)は，それぞれ，

(94)および (95)で与えられる様に，電弱 1重項に属するアップセクターおよびダウンセクター

の右巻きフェルミオンからなる H3重項と相互作用する．

この理論で導入したすべての場の成分は表 2にまとめられる．Hハイパー荷は最後の列で表

わされている．スカラー 3重項 Φ̆(x)のみがゼロでない Hハイパー荷 (y̆
Φ̆
� 0)を持ち，他の全

ての場は Hハイパー荷がゼロであると仮定する．H和をとった量に対して，H不変量 {{Ψ f
L(x)}}

および {{Φ(x)}}は電弱 2重項であり，{{Ψ f
R(x)}}は電弱 1重項である．ゼロでない Hハイパー荷を

運ぶ S UH(2)不変量 {{Φ̆(x)}}は EW対称性に関しても不変である．

EW × H対称性に対する内部空間の中の大きな自由度は，スカラー 3重項 Φ̆(x)および Φ(x)の
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表 2 新しいゲージ場理論に含まれる場

場 演算子 S Uc(3) × S UL(2) × UY (1) S UH(2) y̆

フェルミオン場
Ψ

f
L (x) ( 3, 2, 1 ), ( 1, 2, 1 ) 3 0

Ψ
f

R (x) ( 3, 1, 1 ), ( 1, 1, 1 ) 3 0

ゲージ場
A(k)
μ (x) ( 8, 1, 1 ), ( 1, 3, 1 ), ( 1, 1, 1 ) 1 0

Ăa
μ(x) ( 1, 1, 1 ) 3, 1 0

スカラー場
Φ̆(x) ( 1, 1, 1 ) 3 y̆

Φ̆

Φ(x) ( 1, 2, 1 ) 3 0

力学的作用のため必然的に複雑さを引き起こす．それら 3重項からなる Hおよび EW不変量の

間に，さまざまな形の恒等式が存在する．スカラー 3重項のラグランジアンを構成するために，

全ての Hおよび EW不変量を調べ，それらの間の関係を見つける必要がある．こうした恒等式

の解析は付録 Bで行う．

6. V × Hゲージ場理論のラグランジュ密度

V × H対称性を持つ理論のラグランジュ密度 Lを

L = Lf +Lb (87)

によって表わす．ここで Lf と Lb はそれぞれフェルミオン場に依存する部分と依存しない部分

である．ラグランジュ密度を構築する上で，各対称性に応じた変換に対する記号を (51)の様に

具体的に記述することはせずに，Vおよび H多重項から不変量を記述する．

6.1 フェルミオン場に依存するラグランジュ密度

フェルミオン場のラグランジュ密度 Lf は，ゲージ相互作用を含む運動項 LΨAĂ およびフェル

ミオン場とスカラー場の間の相互作用項 Lfs の和

Lf = LΨAĂ +Lfs (88)

として表わされる．その運動項部分 LΨAĂ はカイラルフェルミオン場の二次形式

LΨAĂ =
∑

f ,h

Ψ̄
f
h (x) iγμDμΨ

f
h (x) (89)
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として表わせる．ここで Dμは共変微分

Dμ = ∂μ − i{Vゲージ場}μ − i{Hゲージ場}μ (90)

であり，Vおよび H対称性に対するゲージ場を含む．(90)の第 2項は

{Vゲージ場}μ = g3A(3) j
μ (x)

1
2
λ j + g2A(2) j

μ (x)
1
2
τ j + g1A(1)

μ (x)
1
2

Y (91)

によって与えられる．ここで Y は電弱ハイパー荷演算子である．(90)の中の第 3項目は，S UH(2)

群に対するゲージ場 Ă(2) j
μ (x)および代数 Ăの生成子 τ̆ j によって，

{Hゲージ場}μ = ğ2 Ă(2) j
μ (x)

1
2
τ̆ j (92)

として表わされる．ここで，全てのフェルミオン 3重項の Hハイパー荷をゼロに割り当てたた

めに，ゲージ場 Ă(1)
μ (x)はフェルミオン場と直接相互作用しない．

ラグランジュ密度 Lfs は，湯川型とマジョラナ型のフェルミオン―スカラー相互作用

Lfs =
∑

f=u, d, ν, e

L f
Y +LM (93)

からなる．ここで湯川部分 L f
Y はフェルミオンセクター ( f = u, d, ν, e)の H3重項から成り，マ

ジョラナ部分 LM は右巻ニュートリノ場の 3重項 ΨνR(x)で構成される．{{Ψ f
R }}や {{Φ̆(x)}}，{{Φ(x)}}

の様な量の S UH(2)不変性は湯川相互作用およびマジョラナ相互作用に対して次の構造を引き

起こす．

•湯川相互作用
密度 L f

Y は，フェルミオン場とスカラー 3 重項 Φ(x) および Φ̃(x) の二次形式から成る全て

の EW × H 不変量を足し合わせることによって構成される．具体的に，電弱アップセクター

( f ′ = q, f = u)および ( f ′ = l, f = ν)に対しては

L f
Y = Yf 1 Ψ̄

f ′
L iτ2{{Φ∗}}Ψ f

R + Yf 2 Ψ̄
f ′

L Φ̃ {{Ψ f
R }}

+ Yf 3 {{Ψ̄ f ′
L }} t̆Φ̃iτ̆2Ψ

f
R + Yf 4 {{Ψ̄ f ′

L }}iτ2{{Φ∗}}{{Ψ f
R }} + h.c.

(94)

と成り，ダウンセクター ( f ′ = q, f = d)および ( f ′ = l, f = e)に対しては

L f
Y = Yf 1 Ψ̄

f ′
L {{Φ}}Ψ f

R + Yf 2 Ψ̄
f ′

L Φ {{Ψ f
R }}

+ Yf 3 {{Ψ̄ f ′
L }} t̆Φiτ̆2Ψ

f
R + Yf 4 {{Ψ̄ f ′

L }}{{Φ}}{{Ψ f
R }} + h.c.

(95)

と成ることがわかる．それぞれのセクターは 4つの未知の複素結合定数 Yf i (i = 1, · · · , 4)を含

む．それらのラグランジアンの中で，H-和の操作は S UH(2)不変量を生成するのに不可欠な役割

を果たす．(73)の中で具体化された群 GH の特有の特徴を反映する H-和なしには，(94)や (95)
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の様に湯川相互作用を得ることはできない．全ての 3重項 Ψ f
h (x)および Φ(x)に対して Hハイ

パー荷の値をゼロに割り当てたことは，この理論を定式化する上で本質的なものである．

SMでは，未知の湯川結合定数がフレーバー物理の不確定さや複雑さの主な原因となる．一

方，H対称性を課した理論の枠組みでは，H対称性は湯川相互作用のパターンの中に秩序と制

限を生み出し，未知のパラメータの数を大幅に減少させる．

•マジョラナ相互作用
マジョラナ相互作用は SMの量子数を持たない右巻き成分のニュートリノ場に対してのみ可

能である．{{Φ̆}}がこのマジョラナ相互作用の中に現われることは，Hハイパー荷の保存により

禁止される．この事実は H不変量を探すためには重要なことである．ニュートリノ 3重項 Ψ ν
R

によるローレンツおよび H不変な組み合わせの形には 2つの形がある．その 1つの形である不

変量として

tt̆Ψ ν
R C τ̆2Ψ

ν
R (96)

がある．ここで Cは関係

C−1 γμ C = −tγμ (97)

および

C = −C−1 = −C† = −tC (98)

によって特徴づけられた荷電共役行列であり，ディラックスピノールおよび H3重項に関する

転置操作に対してそれぞれ記号 tおよび t̆を使った．(96)の H不変性は関係 (70)によって証明

される．さらに 2つ目の不変量の形として

tt̆Ψ ν
R C τ̆2Φ̆{{Ψ ν

R}}, t{{Ψ ν
R}}C t̆Φ̆τ̆2Ψ

ν
R (99)

の様な組み合わせが見つけられる．この中で要素 τ̆2 は，τ̆2D̆ = 0によりスカラー 3重項 Φ̆(x)の

y̆
Φ̆
荷の影響を相殺する様に適切に働く．

マジョラナ相互作用を調査するために，通常，ニュートリノ場の荷電共役を使う．慣習に従っ

て，カイラルフェルミオン 3重項 Ψ f
L,R の荷電共役を

Ψ
f c
L,R = C t̆tΨ

f
L,R , Ψ

f c
L,R =

t̆tΨ
f
R,LC (100)

によって定義する．こうして，EW × H不変量で構成されるマジョラナ相互作用に対する最も一
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般的なラグランジュ密度は

LM = ğM1
tt̆Ψ ν

R C τ̆2Φ̆{{Ψ ν
R}} + ğM2

t{{Ψ ν
R}}C t̆Φ̆τ̆2Ψ

ν
R + m̆M

tt̆Ψ ν
R C τ̆2 Ψ

ν
R + h.c.

= ğM1Ψ
νc
L τ̆2Φ̆{{Ψ ν

R}} + ğM2{{Ψ νc
L }} t̆Φ̆τ̆2Ψ

ν
R + m̆MΨ

νc
L τ̆2 Ψ

ν
R + h.c.

(101)

の形で与えられる．ここで ğM j( j = 1, 2)および m̆M はマジョラナ結合定数およびマジョラナ質

量である．

6.2 フェルミオン場に依存しないラグランジュ密度

フェルミオン場を含まないボソン場に対するラグランジュ密度は

Lb = Lgauge +Lscalar (102)

としてゲージ場部分 Lgauge およびスカラー場部分 Lscalar から構成される．

•ゲージ場のラグランジュ密度
ゲージ場部分 Lgauge は V対称なゲージ場項 LG

V および H対称なゲージ場項 LG
H からなり，

Lgauge = LG
V + LG

H (103)

と表わせる．(80)および (82)の中で定義された場の強さを使うと，密度 LG
V および LG

H はそれ

ぞれ

LG
V = −

1
4

8∑
j=1

F(3) j
μν F(3) jμν − 1

4

3∑
j=1

F(2) j
μν F(2) jμν − 1

4
F(1)
μν F(1)μν (104)

および

LG
H = −

1
4

3∑
j=1

F̆(2) j
μν F̆(2) j μν − 1

4
F̆(1)
μν F̆(1) μν (105)

によって構成される．

•スカラー場のラグランジュ密度
付録 Bの中で導かれた EW × H 不変量間の恒等式を使うことで，ラグランジュ密度を構成す

るスカラー 3重項部分に制限がつく．しかしながら，独立な不変量がまだ多く存在するため，

Φ(x)および Φ̆(x)からなる全ヒッグスポテンシャル VT (Φ, Φ̆)には，多くの未知の結合定数が必

然的にもたらされる．

Hおよび EW対称性の破れを調査するために，全ヒッグスポテンシャルを

VT (Φ, Φ̆) = V1(Φ̆) + V(Φ, Φ̆) (106)
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として大きく 2つに分割する．前半部分の V1(Φ̆)は EW1重項 Φ̆(x)からなるポテンシャル部分

である．後半部分の V(Φ, Φ̆)は，場 Φ̆(x)の影響の下での EW2重項の場 Φ(x)に対する部分であ

り，Φ(x)のみからなる部分 V2(Φ)と 2つの場の相互作用項 V3(Φ, Φ̆)によって

V(Φ, Φ̆) = V2(Φ) + V3(Φ, Φ̆) (107)

とわけられる．

スカラー場に対するラグランジュ密度は，一般性を失うことなしに

Lscalar = L(Φ̆) +L(Φ, Φ̆) (108)

と表わすことができる．第 1項は単に場 Φ̆(x)および Hゲージ場に依存し，第 2項は EWおよ

び H対称性のゲージ場の影響と場 Φ̆(x)の影響を含む場 Φ(x)の密度である．

スカラー H3重項 Φ̆(x)のラグランジュ密度は

L(Φ̆) = (DμΦ̆)†(DμΦ̆) − V1(Φ̆) (109)

として表わされる．ここで場 Φ̆(x)に対する共変微分は

DμΦ̆ =

(
∂μ − iğ Ă(2) j

μ

1
2
τ̆ j − iğ′ Ă(1)

μ y̆
Φ̆

D̆
)
Φ̆ (110)

の形をとり，スカラー場の自己相互作用のポテンシャルは

V1(Φ̆) = −m̆2
1 Φ̆
†
Φ̆ − m̆2

2 {{Φ̆}}†{{Φ̆}} +
1
2
λ̆1

(
Φ̆
†
Φ̆

)2
+

1
2
λ̆2

(
{{Φ̆}}†{{Φ̆}}

)2
+ λ̆3

(
Φ̆
†
Φ̆

) (
{{Φ̆}}†{{Φ̆}}

) (111)

によって与えられる．ここで λ̆1, λ̆2 および λ̆3 は正定値として定義された結合定数である．この

密度を使うことにより，スケール Λ̆のまわりで，EW対称性を保ちながら H対称性の破れを解

析する．

場 Φ̆(x)の影響の下，3重項 Φ(x)のラグランジュ密度 L(Φ, Φ̆)は

L(Φ, Φ̆) = (DμΦ)†(DμΦ) − V(Φ, Φ̆) (112)

として与えられる．共変微分は，y̆Φ = 0とハイパー荷を持たないために

DμΦ =

(
∂μ − ig2 A(2) j

μ

1
2
τ j − ig1 A(1)

μ

1
2
− iğ Ă(2) j

μ

1
2
τ̆ j

)
Φ (113)

として場 Φ(x)に作用する．

ポテンシャル V(Φ, Φ̆)を構成する V2(Φ)および V3(Φ, Φ̆)の具体的な形を書き下すために，EW-

および H ハイパー荷の保存則を考慮にいれなければならない．3 重項 Φ は EW ハイパー荷

YEW = 1を運ぶので，Φ†Φ̃は EW不変でない．この形は，そのエルミート共役量との積として
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のみスカラーポテンシャル V2(Φ)に現われる．結果として，場 Φ(x)の自己相互作用によるポテ

ンシャルは

V2(Φ) = −m2
1Φ
†Φ − m2

2{{Φ}}†{{Φ}} +
1
2
λ̄1

(
Φ†Φ

)2
+

1
2
λ̄2

(
{{Φ}}†{{Φ}}

)2
+ λ̄3

(
Φ†Φ

) (
{{Φ}}†{{Φ}}

)
+ λ̄4|Φ†{{Φ}}|2 + λ̄5Φ

†iτ2
t̆Φ∗tΦiτ2Φ

+ λ̃1 |Φ†Φ̃|2 + λ̃2|Φ̃†{{Φ}}|2 + λ̃3|Φ̃†(iτ2){{Φ∗}}|2
(114)

と表わされる．ここで λ̄5 を含む項は，Φ† と Φの間および t̆Φ∗ と tΦの間で Hスカラー積がと

られている．

最後に，場 Φ̆(x)と Φ(x)の間のマルチ相互作用に対するポテンシャルは

V3(Φ, Φ̆) = λ̇1(Φ†Φ)(Φ̆
†
Φ̆) + λ̇2(Φ†Φ)({{Φ̆}}†{{Φ̆}}) + λ̇3({{Φ}}†{{Φ}})(Φ̆†Φ̆)

+ λ̇4({{Φ}}†{{Φ}})({{Φ̆}}†{{Φ̆}}) + λ̇5(Φ̃†Φ̆)(Φ̆
†
Φ̃) + λ̇6|Φ†(I − D̆)Φ̆|2 + λ̇7|Φ†D̆Φ̆|2 (115)

といった形をとることがわかる．

7. 対称性の破れの複合機構に関する見解

現在，非常に異なるエネルギースケールにおける多段階の対称性の破れを一貫して記述でき

る確立された理論は存在しない．ここでは，質量を持たない粒子やタキオンといった非物理的

モードを生み出すことなく，可能な限り未知のパラメータの数を抑えた低エネルギー現象に対

する有効理論を導ける対称性の破れの複合機構について定式化する．こうした目的のために，3

重項 Φ̆(x)および Φ(x)は 1つのパラメータによって特定された安定な基準状態†3 をとると想定

する．それから，基準状態のまわりで 3重項を展開し，非物理的なモードが出ないよう必要な

修正を課す．

高エネルギースケール Λ̆のまわりで，3重項 Φ̆の基準状態は 3重項 Φ(x)の影響を無視する

ことによって導かれる．その基準状態は

〈 Φ̆ 〉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

v̆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = −
√

2
3

v̆ | 2 〉 + 1√
3

v̆ | 3 〉 (116)

といった形をとると想定し，v̆ ≈ Λ̆であるとする．これをポテンシャル (111)へ代入することで

V1(〈 Φ̆ 〉) = −(m̆2
1 + m̆2

2)v̆2 +
1
2

(λ̆1 + λ̆2 + 2λ̆3)v̆4 (117)

†3 この対称性の破れの試験的な枠組み内では，スカラー多重項の量子系における安定なポテンシャル
の最小値を表わす“真空”の概念を使用することを控える．
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が得られ，v̆に関する微分をとることで

v̆2 =
m̆2

1 + m̆2
2

λ̆1 + λ̆2 + 2λ̆3
(118)

として対称性の破れに対する臨界値 v̆の 2乗が決定される．

H対称性の破れが，スケール Λ ∼ ΛEW のまわりでの低エネルギー領域で対称性の破れに影響

を与えると考えるのは自然である．ポテンシャル V(Φ, v̆)の局所的対称性を破る安定点を調べ

ることにより，3重項 Φ(x)に対する基準状態を調べる．低エネルギーに対する簡潔な有効理論

を導き出すために，再び，スカラー場 Φ(x)が最も単純な形

〈Φ 〉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

v0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= −
√

2
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

v0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | 2 〉 + 1√
3

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

v0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | 3 〉 (119)

で基準状態をとると想定する．ここで v0 は局所的な対称性を破る安定点を特定するパラメータ

である．これをポテンシャル V(Φ, v̆)へ代入することで

V(〈Φ 〉, v̆) = −
(
m2

1 + m2
2

)
v2

0 +
1
2

(
λ̄1 + λ̄2 + 2λ̄3 + 2λ̄4 +

4
3
λ̃3

)
v4

0

+

(
λ̇1 + λ̇2 + λ̇3 + λ̇4 +

4
9
λ̇6 +

1
9
λ̇7

)
v2

0v̆2

(120)

が得られる．さらに v0 で V(〈Φ 〉, v̆)の微分をとることで

v2
0 =

m2
1 + m2

2 −
(
λ̇1 + λ̇2 + λ̇3 + λ̇4 +

4
9 λ̇6 +

1
9 λ̇7

)
v̆2

λ̄1 + λ̄2 + 2λ̄3 + 2λ̄4 +
4
3 λ̃3

(121)

が得られる．

明らかに，最も単純に基準状態を (116)および (119)と選ぶことは H対称性を部分的にのみ壊

す．以下の節で具体的に示す様に，残りの対称性は NG粒子の出現を引き起こす．しかしなが

ら，基準状態のベクトルが持つ特有の性質を利用することにより，その様な困難を回避する様

な機構がある．基準状態は (116)および (119)の右辺で示されている様に，固有ベクトル |2〉お
よび |3〉の線形結合によって一意的に表わすことができる．こうした性質は，調節可能な混合
パラメータを加えることによって，1つの成分場が |2〉および |3〉の両方の係数で共有できる様
に，3重項を基準状態のまわりで展開することを可能にさせる．3重項 Φ̆(x)および Φ(x)のそう

した展開式は，それぞれ，以下の(123)および (146)で与えられる．混合パラメータを使って成

分場を共有させることにより，破れた対称性の相において，残りの対称性が破られる様に振舞
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う．これにより，質量をもたないスカラー場が出現することを制限できる．

対称性の破れた相でのスカラー 3重項の分解をラグランジュ密度に代入することで，必然的

に，成分スカラー場に線形的に依存する項が生成される．その様な項は非物理的であり有害な

ものとなる．それは成分場の量子が他の場と相互作用することなしに生成消滅するからである．

理論からそうした項を消去するために，それらの項の係数は消えると仮定しなければならない

が，こうした条件を課すことは可能である．なぜならそれらの係数は，スカラー 3重項の展開式

(123)および (149)の中に，ある調節可能なパラメータを所有しているからである．言い換える

と，スカラー場の有害な線形項の係数が消えなければならないと仮定することによって，我々

は分解に対する混合パラメータの値を決定することが可能となる．結果として，消えない混合

パラメータを利用するこの機構は，残りの対称性を壊し，NGモードに成るはずであった場に有

限な質量を獲得させることを可能にする．

しかしながら，低エネルギーでの対称性の破れにおいては，成分場のこの混合機構は，基準

状態のまわりでの 3重項 Φ(x)の展開式 (146)に対して，虚質量を持つタキオンモードとしての

成分場を禁止させるのに十分でない．対称性の破れの複合機構を完全にするために他の手段が

必要となる．その様なタキオンモードが出現することを抑制するためには，式 (145)でなされ

る様なパラメータ v0 の再スケール化の自由度を利用しなければならない．

8. 高エネルギースケール Λ̆での対称性の破れ

スカラー H3重項 Φ̆(x)および Φ(x)は多くの成分場を所有する．スカラー 3重項の自由度の一

部分は，対称性の破れのヒッグス機構を通してゲージ場へ移り，ゲージ場に有効質量をもたら

す働きをする．また，実験的制限により対称性の破れにおいて，スカラー 3重項の残りのモー

ドは有限な質量を獲得しなければならない．

このヒッグス機構で注意すべき点は，スカラー多重項のいくつかの残りの成分場が，質量の

ないモードとして残る NG理論の危険性にさらされるかもしれないことである．それゆえ，対

称性の破れにおいて，質量を持たないスカラー場を抑制するための新しい機構を見つけること

が必要となる．

8.1 H対称性のゲージ固定

スケール Λ̆ = v̆での H対称性の破れた相において，スカラー 3重項の場 Φ̆(x)は

Φ̆(x) = Ω(ϑ̆(x)) Φ̆0(x) (122)

と分解できる．ここで Ω(ϑ̆(x)) は，ゲージ自由度として取り去られる様に割りあてた局所場
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ϑ̆ j(x) ( j = 0, 1, 2, 3)を含む H対称性のユニタリ群の要素である．ゲージ固定部分 Φ̆0(x)は

Φ̆0(x) =
1√
2
ξ̆1(x)| 1 〉 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1√
2
ᾰ ξ̆2(x) −

√
2
3

v̆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | 2 〉 +
(

1√
2
β̆ ξ̆2(x) +

1√
3

v̆
)
| 3 〉 (123)

であると想定する．この中にある ξ̆1(x) および ξ̆2(x) は実スカラー場であり，ᾰ = cos θ̆ および

β̆ = sin θ̆は混合に対するパラメータである．スカラー 3重項 Φ̆(x)に対してこうしたゲージ固定

を選ぶことで，ゲージ場 Ăμ は

Dμ(Ă′) = Ω−1(ϑ̆(x))Dμ(Ă)Ω(ϑ̆(x)) (124)

によって定義された局所ゲージ変換 Ăμ(x)→ Ă′μ(x)を通して，質量を有するベクトル場へと変化

する．ここで Dμ(Ă)は(110)の中のスカラー 3重項 Φ̆(x)に対する共変微分である．

スケール Λ̆でスカラー 3重項 Φ̆(x)に課された H対称性のゲージ固定は，他の全ての場に影

響を与える．具体的に，共変微分の中のケージ場を通して，フェルミオン 3重項 Ψ f
h (x)および

スカラー 3重項 Φ(x)は，それぞれ

Ψ
f
h (x) = Ω(ϑ̆(x))Ψ f

h (x) (125)

および

Φ(x) = Ω(ϑ̆(x))Φ(x) (126)

と分解される．ここで Ω(ϑ̆(x))は分解 (122)の中にあるものと同じユニタリ因子である．すなわ

ち，高エネルギースケール Λ̆のまわりでの H対称性のゲージ固定は，余剰なゲージ固定部分

Φ(x)および Ψ f
h (x)を残し，スカラーおよびフェルミオン 3重項 Φ(x)および Ψ f

h (x)からユニタリ

H相因子を分離することを必然的に要求する．

8.2 Φ̆(x)に由来するスカラー場

式 (122)および (123)で示された分解を (111)のポテンシャル V1(Φ̆)へ代入することで

V1(Φ̆0) = v̆

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√

2
3

[
m̆2

1 − (λ̆1 + λ̆3)v̆2
]

(
√

2ᾰ − β̆) − √6
[
m̆2

2 − (λ̆2 + λ̆3)v̆2
]
β̆

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ξ̆2

+
1
2

[−m̆2
1 + (λ̆1 + λ̆3)v̆2]

(
ξ̆

2
1 + ξ̆

2
2

)
+

1
2

{
−3β̆

2
m̆2

2 +

[
2
3
λ̆1(
√

2ᾰ − β̆)2 + 3(3λ̆2 + λ̆3)β̆
2 − 4λ̆3(

√
2ᾰ − β̆)β̆

]
v̆2
}
ξ̆

2
2

−
√

2
3

[
λ̆1(
√

2ᾰ − β̆) − 3
2
λ̆3β̆

]
v̆
(
ξ̆

2
1 + ξ̆

2
2

)
ξ̆2 +

√
3
2

[
3λ̆2β̆ − λ̆3(

√
2ᾰ − β̆)

]
β̆

2
v̆ξ̆

3
2

+
1
8
λ̆1

(
ξ̆

2
1 + ξ̆

2
2

)2
+

9
8
λ̆2β̆

4
ξ̆

4
2 +

3
4
λ̆3β̆

2 (
ξ̆

2
1 + ξ̆

2
2

)
ξ̆

2
2 + V1(v̆)

(127)
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が導かれる．こうして得られたポテンシャルの第 1項は場 ξ̆2(x)に関して線形となる．この非物

理的な項は消えると仮定すると，条件

[
m̆2

1 − (λ̆1 + λ̆3)v̆2
]

(
√

2ᾰ − β̆) − 3
[
m̆2

2 − (λ̆2 + λ̆3)v̆2
]
β̆ = 0 (128)

が得られる．これよりパラメータ θ̆を固定する条件として

tan θ̆ =
√

2
m̆2

1 − (λ̆1 + λ̆3)v̆2

m̆2
1 + 3m̆2

2 − (λ̆1 + 3λ̆2 + 4λ̆3)v̆2
(129)

が得られる．

実スカラー場 ξ̆1(x)および ξ̆2(x)に対するポテンシャルは

V1(Φ̆0) = V1(v̆) +
1
2

m2
ξ̆1
ξ̆

2
1 +

1
2

m2
ξ̆2
ξ̆

2
2 + · · · (130)

と計算される．ここで省略記号は相互作用項を表わし，質量は

m2
ξ̆1
= −m̆2

1 + (λ̆1 + λ̆3)v̆2 ∝ sin θ̆ (131)

および

m2
ξ̆2
= m2

ξ̆1
− 3m̆2

2 sin2 θ̆

+
1
3

[
4λ̆1 cos2 θ̆ − 2

√
2(λ̆1 + 3λ̆3) sin 2θ̆ + (2λ̆1 + 27λ̆2 + 21λ̆3) sin2 θ̆

]
v̆2

(132)

によって与えられる．ここで，場 ξ̆1(x)の質量が sin θ̆に比例することを注意しておく．もし θ̆ = 0

であるなら，場 ξ̆1(x)は必然的に質量を持たないモードとして残る．それゆえ，展開式 (123)の

中で，| 2 〉および | 3 〉の両方の係数に成分場 ξ̆2(x)が共有されていることは，残りの対称性を破

り，NG理論から場 ξ̆1(x)を解放するのに必要不可欠なことであると言える．

8.3 Hゲージ場を起源とするベクトル場

変換 (124)によってゲージ場 Ăμ(x)と関係する質量を有するベクトル場 Ă′μ(x)の配位を導出す

るために，スカラー 3重項の基準状態 (116)に関する共変微分の作用を計算すると

Dμ(Ă′)〈 Φ̆ 〉 =
(
∂μ − iğ Ă(2)′ j

μ

1
2
τ̆ j − iğ′ Ă(1)′

μ y̆
Φ̆

D̆
)
〈 Φ̆ 〉

= i
1
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
2MW̆ W̆+

μ − MY̆ Y̆μ

−√2MW̆ W̆+
μ − MY̆ Y̆μ√

2MZ̆Z̆μ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(133)

となる．ここで，ベクトル場 W̆μ(x)± および Y̆μ(x)，Z̆μ(x)は，暫定的に

W̆±
μ =

Ă(2)′1
μ ∓ iĂ(2)′2

μ√
2

, Y̆μ =
ğĂ(2)′3

μ + 2ğ′y̆
Φ̆

Ă(1)′
μ√

ğ2 + 4ğ′2y̆2

Φ̆

, Z̆μ =
ğĂ(2)′3

μ − ğ′y̆
Φ̆

Ă(1)′
μ√

ğ2 + ğ′2y̆2

Φ̆

, (134)
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によって定義され，それらの質量はそれぞれ

M2
W̆ =

1
3

ğ2v̆2, M2
Y̆ =

1
9

(
ğ2 + 4ğ′2y̆2

Φ̆

)
v̆2, M2

Z̆ =
2
9

(
ğ2 + ğ′2y̆2

Φ̆

)
v̆2 (135)

によって与えられる．

今までのところ，結合定数 ğおよび ğ′と Hハイパー荷 y̆
Φ̆
の間に制限はないと想定してきた．

しかしながら，理論の一貫性を考えたとき，それらの間に付加的な関係が要求される．すなわ

ち，(105)の中のラグランジュ密度 LG
H(Ăμ(x)) = LG

H(Ă′μ(x))へ関係式 (134)の逆関係を代入し，ベ

クトル場 Y̆μ(x)および Z̆μ(x)の運動項を計算する．その時，関係

ğ2 = 2ğ′2y̆2

Φ̆
(136)

が成り立たない限り，∂μY̆ν ∂μZ̆ν の様な非物理的な運動項を生じさせてしまうことがわかる．こ

の条件は，ベクトル場 Y̆μ(x)および Z̆μ(x)とゲージ場 Ă(2)′3
μ および Ă(1)′

μ を直交変換

Y̆μ =
1√
3

Ă(2)′3
μ +

√
2
3

Ă(1)′
μ , Z̆μ =

√
2
3

Ă(2)′3
μ − 1√

3
Ă(1)′
μ (137)

によって関係づけ，その全てのベクトル場の質量を M2
Y̆
= M2

Z̆
= M2

W̆
= 1

3 ğ2v̆2 と縮退させる．

次に，スカラー 3重項 Φ̆(x)の展開式 (123)をラグランジアン密度 L(Φ̆)の運動項に代入する

ことで，新しいスカラー場およびベクトル場が

(DμΦ̆)†(DμΦ̆) =
1
2
∂μξ̆1∂

μξ̆1 +
1
2
∂μξ̆2∂

μξ̆2

+ M2
W̆ W̆+

μ W̆μ− +
1
2

M2
Y̆ Y̆μY̆μ +

1
2

M2
Z̆ Z̆μZ̆μ + · · ·

(138)

の形で与えられる．ここで省略記号は新しい質量を持つベクトル場とスカラー場の間の相互作

用を示す．

こうして，スケール Λ̆における対称性の破れの複合機構により，質量を持たない全てのゲー

ジ場およびスカラー場を，質量を持つゲージ場およびスカラー場に変換させることに成功する．

それらの結果に到達するために，3重項 Φ̆(x)は関係 (136)を満たすゼロでない Hハイパー荷を

持ち，(123)の中の混合角が関係式 (129)に従う一定の値をとると想定する必要がある．

スケール Λ̆での対称性の破れを通して，3重項 Φ̆(x)の自由度はゲージ場に移される．この相

転移による場の自由度の移動に対する概略図は⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4つのゲージ場 Ă(2)i

μ (x) (i = 1, 2, 3)および Ă(1)
μ (x) : 4 × 2

質量を持たない3つの複素スカラー場 φ̆i(x) (i = 1, 2, 3) : 3 × 2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
⇓⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

質量を持つ1つのベクトル場 W̆+
μ (x) : 2 × 3

質量を持つ2つの実ベクトル場 Y̆μ(x)および Z̆μ(x) : 2 × 3

質量を持つ2つの実スカラー場 ξ̆i(x) (i = 1, 2) : 2 × 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(139)
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としてまとめられる．ここで独立な場のモードの数は，相転移の前後で 4 × 2 + 3 × 2 = 14 =

2 × 3 + 2 × 3 + 2 × 1と保存される．

8.4 ニュートリノ種に対するマジョラナ質量行列

スケール Λ̆での対称性の破れを通して，ニュートリノはマジョラナ型の質量を獲得する．Φ̆0

の展開式 (123)をラグランジュ密度 (101)へ代入することで

LM → LM
M = Ψ

νc
L M̆νΨ

ν
R + h.c. + · · · (140)

としてニュートリノのマジョラナ質量に対する有効ラグランジュ密度が導かれる．ここで，省

略記号はニュートリノとスカラー場 ξ̆i(x)との相互作用を表わしている．Mν はマジョラナ質量

行列

M̆ν =
1√
3

Bν1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1

−1 −1 −1

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +
1√
3

Bν2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0

1 −1 0

1 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +Cν τ̆2 (141)

によって与えられる．ここで，Bν1 = ğM1v̆および Bν2 = ğM2v̆，Cν = m̆M である．この質量行列は

マジョラナ相互作用の中の結合定数と同じ数のパラメータによって特徴づけられていることに

注意しよう．

9. 低エネルギースケール Λ ∼ ΛEW での対称性の破れ

エネルギースケールが Λ̆以下の領域において，式 (126)でユニタリ H-相因子が切り離された

3重項 Φ(x)の力学系を記述するためには，簡約ラグランジュ密度 L(Φ, Φ̆0)を使うべきである．

その後に，スケール Λ近くの低エネルギー領域まで下がると，全ての物理量に対する繰り込み

群による効果が考慮されなければならない．特に，全ての結合定数はスケール Λでの値まで下

がる．しかしながら，簡単のために，くりこみの効果を含んだ物理量に対しても同じ記号を用

いることにする．低エネルギースケール Λのまわりでの EW対称性の破れに関する解析を行う

ために，ポテンシャル V2(Φ)および V3(Φ, v̆)を調べなければならない．H対称性の影響を反映

し，ポテンシャル V3(Φ, v̆)は

V3(Φ, v̆) = (λ̇1 + λ̇2)v̆2Φ†Φ + (λ̇3 + λ̇4)v̆2{{Φ}}†{{Φ}}

+
2
3
λ̇5v̆2

∣∣∣〈Φ|1〉∣∣∣2 + 2
3
λ̇6v̆2

∣∣∣〈Φ|2〉∣∣∣2 + 1
3
λ̇7v̆2

∣∣∣〈Φ|3〉∣∣∣2 (142)

となる．
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9.1 3重項 Φ(x)に由来するスカラー場

EW対称性の破れた相における 3重項 Φ(x)および Ψ(x)の振舞いを調べるために，ユニタリ

ゲージ因子をさらに

Φ(x) = ΩEW(ϑ(x))Φ0(x) (143)

と分離する必要がある．ここで ΩEW(θ(x))は EW対称性のユニタリ位相因子である．これに対

応して，フェルミオン場に対しても

Ψ
f
h (x) = ΩEW(ϑ(x))Ψ f

h0(x) (144)

と分解しなければならない．7節で述べた様に，(116)の状態のまわりで 3重項 Φ0 を展開する

と，質量を持たない成分場あるいは虚の質量を持つタキオンモードの成分場を生じさせる危険

がある．こうした非物理的モードが現れることを抑えるために，

v2 = Z v2
0 (Z > 1) (145)

によってパラメータ v0 を新しい値 vで再調整し，Φ0(x)を

Φ0(x) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ζ
+
1 (x)

ζ0
1 (x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | 1 〉 +
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ζ+2 (x)

ζ0
2 (x) −

√
2
3 v

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | 2 〉 +
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

ζ0
3 (x) + 1√

3
v

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ | 3 〉 (146)

と展開する．ここで ζ+i (x) (i = 1, 2)および ζ0
i (x) (i = 1, 2, 3)は複素スカラー成分場である．以下

で確かめる様に，非物理的ードを除外するためには，条件 Z > 1が要求される．

Φ(x)の表現 (126) ((143)および (146))はポテンシャル (107)に代入されなければならない．成

分スカラー場に関して 2次のオーダーまで表わすと

V(ζ, v̆) = −
√

2
3

v [−m′21 + (λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̃3)v2 +
2
3
λ̇6v̆2](ζ0∗

2 + ζ
0
2 )

+

√
1
3

v [−m′21 − 3m′22 + (λ̄1 + 3λ̄2 + 4λ̄3 + 4λ̄4 + 2λ̃3)v2 +
1
3
λ̇7v̆2](ζ0∗

3 + ζ
0
3 )

+ [−m′21 + (λ̄1 + λ̄3 + λ̃2)v2](|ζ+1 |2 + |ζ+2 |2) − 2λ̄5v2
0(|ζ+1 |2 +

1
3
|ζ+2 |2)

+
8
3
λ̃1v2 |ζ+1 |2 + [−m′21 + (λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̄5 + λ̃3)v2](|ζ0

1 |2 + |ζ0
2 |2)

+
2
3
λ̇5v̆2(|ζ+1 |2 + |ζ0

1 |2) +
2
3
λ̇6v̆2(|ζ+2 |2 + |ζ0

2 |2) +
1
3
λ̇7v̆2|ζ0

3 |2

+
[
−m′21 − 3m′22 + (λ̄1 + 3λ̄2 + 4λ̄3 + 4λ̄4 + 2λ̃3)v2)

]
|ζ0

3 |2

+
1
3
λ̄1v2(ζ0∗

2 + ζ
0
2 )2 +

(
1
6
λ̄1 +

3
2
λ̄2 + λ̄3 + λ̄4

)
v2(ζ0∗

3 + ζ
0
3 )2

− √2(
1
3
λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̃3)v2(ζ0∗

2 + ζ
0
2 )(ζ0∗

3 + ζ
0
3 ) + · · ·

(147)
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となる．ここで m′21 および m′22 は

m′21 = m2
1 − (λ̆1 + λ̆2)v̆2, m′22 = m2

2 − (λ̆3 + λ̆4)v̆2, (148)

といった 3重項 Φ̆の影響を取り込んだ還元ヒッグス質量パラメータの 2乗であり，下線部分は

ζ0∗
2 (x) + ζ0

2 (x)および ζ0∗
3 (x) + ζ0

3 (x)に線形的に依存している非物理的な部分である．こうした部

分を消去するために，実スカラー場 ηi(x) (i = 1, 2, 3)および混合角 θを用いて，成分場 ζ0
2 (x)お

よび ζ0
3 (x)を

ζ0
2 (x) =

1√
2

[ η1(x) cos θ + iη2(x)], ζ0
3 (x) =

1√
2

[ η1(x) sin θ + iη3(x)] (149)

によって表現し直す．その時，式 (147)の中の下線部分は，新しい場 η1(x)に線形的に依存する

1つの項にまとめられる．こうした有害な項が消えることを要求することで，混合角を固定す

る様な制限

√
2[−m′21 + (λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̃3)v2 − 2

3
λ̇6v̆2] cos θ

= [−m′21 − 3m′22 + (λ̄1 + 3λ̄2 + 4λ̄3 + 4λ̄4 + 2λ̃3)v2 − 1
3
λ̇7v̆2] sin θ

(150)

が見つかる．この条件から，混合パラメータは

tan θ =
√

2
m′21 − (λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̄5 + λ̃3)v2 + 2

3 λ̇6v̆2

m′21 + 3m′22 − (λ̄1 + 3λ̄2 + 4λ̄3 + 4λ̄4 + 2λ̃3)v2 + 1
3 λ̇7v̆2

(151)

によって決定される．

結果として，対称性の第二段階目の破れを通して，ヒッグスポテンシャルの定数および 2次

の項は，3つのスカラー場 ζ+1 (x)，ζ+2 (x)，ζ0
1 (x)と 3つの実スカラー場 ηi(x) (i = 1, 2, 3)を用いて

V(ζ, η, v̆) = V(v, v̆) + m2
ζ+1
ζ+1 ζ

−
1 + m2

ζ+2
ζ+2 ζ

−
2 + m2

ζ0
1
ζ0∗

1 ζ
0
1

+
1
2

m2
η1
η2

1 +
1
2

m2
η2
η2

2 +
1
2

m2
η3
η2

3 + · · ·
(152)

と表せる．複素場 ζ+1 (x)および ζ+2 (x)，ζ0
1 (x)は質量

m2
ζ+1
= −m′21 + (λ̄1 + λ̄3 − 2λ̄5 +

8
3
λ̃1 + λ̃2)v2 +

2
3
λ̇5v̆2,

m2
ζ+2
= −m′21 + (λ̄1 + λ̄3 − 2

3
λ̄5 + λ̃2)v2 +

2
3
λ̇6v̆2,

m2
ζ0

1
= −m′21 + (λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̃3)v2 +

2
3
λ̇5v̆2,

(153)
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を持つ． 3つの実スカラー場 ηi(x) (i = 1, 2, 3)の質量は

m2
η1
= m2

η2
cos2 θ + m2

η3
sin2 θ

+ 4
[
1
3
λ̄1 cos2 θ +

(
1
6
λ̄1 +

3
2
λ̄2 + λ̄3 + λ̄4

)
sin2 θ

− √2
(

1
3
λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̃3

)
cos θ sin θ

]
v2

+

(
2
3
λ̇6 cos2 θ +

1
3
λ̇7 sin2 θ

)
v̆2,

m2
η2
= −m′21 + (λ̄1 + λ̄3 + λ̄4 + λ̃3)v2 +

2
3
λ̇6v̆2 ∝ sin θ,

m2
η3
= −m′21 − 3m′22 + (λ̄1 + 3λ̄2 + 4λ̄3 + 4λ̄4 + 2λ̃3)v2 +

1
3
λ̇7v̆2,

(154)

と計算される．ここで注意すべきは m2
η2
が sin θに比例することである．もし θ = 0であるなら，

実スカラー場 η2(x)は NGボソンに成ることを意味する．したがって，NGボソンお排除するた

めに，θ � 0が要求される．

6個のボソン場の 2乗質量に対するこれらの式は，6個以上の未知の調節可能な結合定数を含

む．それゆえ，結合定数の値を適切に選ぶことにより，全ての 2乗質量を正定値にすることは

可能に見える．しかしながら，この場合はそう単純ではない．(121)における v2
0 の式は m2

η2
と

m2
η3
の間に

2m2
η2
+ m2

η3
= (Z − 1)(3λ̄1 + 3λ̄2 + 6λ̄3 + 6λ̄4 + 4λ̃3)v2 (155)

という恒等式をもたらす．それゆえ，もし Z = 1であるなら，m2
η2
か m2

η3
のどちらかが負，ある

いはどちらもゼロでなければならない．その様な非物理的モードを除外するためには，v0 を v

に再調整し，条件 Z > 1を課す必要がある．

9.2 EWゲージ場に由来するベクトル場

ゲージ場の依存性を示すために，スカラー 3重項 Φに対する共変微分(113)をDμ(A, Ă)によっ

て表わす．この時，Hおよび EW対称性に対するゲージ固定により共変微分は

Dμ(A′, Ă′) = Ω−1
EW(ϑ(x))Ω−1(ϑ̆(x))Dμ(A, Ă)Ω(ϑ̆(x))ΩEW(ϑ(x)) (156)

として変換する．ここで A′(x)は破れた相でのベクトル場である．ベクトル場 A′(x)の配位を導

き，スカラー成分場との相互作用を調べるために，展開式 (146)のスカラー 3重項に関する共

変微分の作用を調べる必要がある．この計算を行う際，ベクトル場 W̆μ(x)および Y̆μ(x)，Z̆μ(x)が

スケール Λ̆の大きな質量を持つため，それらの効果は低エネルギーのフレーバー物理にほとん

ど影響を及ぼさない．ベクトル場 A′(x)の配位を調べるために，Φ0(x)に関する共変微分の作用
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を計算すると

Dμ(A, 0)〈Φ 〉 =
(
∂μ − ig2 A(2) j

μ

1
2
τ j − ig1 A(1)

μ

1
2

)
〈Φ 〉

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ −iMW W+
μ

i 1√
2

MZ Zμ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(157)

となる．ここで，元のWS理論と同様に，弱ボソン場および電磁場は

W±
μ =

A(2)1
μ ∓ iA(2)2

μ√
2

, Zμ =
g2A(2)3

μ − g1A(1)
μ√

g2
2 + g2

1

, Aμ =
g2A(2)3

μ + g1A(1)
μ√

g2
2 + g2

1

(158)

によって定義される．電磁場 Aμ(x)は質量がゼロで，弱ボソン Wμ(x)および Zμ(x)は，それぞれ

質量

M2
W =

1
2

g2
2v2, M2

Z =
1
2

(g2
2 + g2

1)v2 =
1

cos2 θW
M2

W (159)

を持つ．ここで θW は g1/g2 = tan θW によって定義されたワインバーグ角である．

質量を持つスカラー場およびベクトル場の運動項の 2乗項は

(
DμΦ

)†
(DμΦ) =

∑
a=1,2

∂μζ
−
a ∂

μζ+a + ∂μζ
0∗
1 ∂μζ0

1 +
1
2

3∑
i=1

∂μηi∂
μηi

+ M2
W W+

μ Wμ− +
1
2

M2
ZZμZμ + · · ·

(160)

と計算できる．ここで · · · は ζ+i (x) (i = 1, 2)，ζ0
1 (x)，ηi(x) (i = 1, 2, 3)とゲージ場 Aμ(x)およびベ

クトル場 W̆μ(x)，Z̆μ(x)の相互作用を表わす．

全体を通して，EW2重項 Φ(x) の H3重項は，質量を持たないスカラー場を全く残すことな

く，EWゲージ場から電磁場 Aμ(x)と弱ボソン場 W±
μ (x)および Zμ(x)も生成するヒッグス機構を

作り出すことがわかった．ここで，電弱アップおよびダウンセクターのそれぞれに対して，ス

カラー場からゲージ場への自由度の移動をたどると電弱アップセクターに対しては⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2つのゲージ場 A(2)1

μ (x)および A(2)2
μ (x) : 2 × 2

質量を持たない3つの複素スカラー場 φ+i (x) (i = 1, 2, 3) : 3 × 2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
⇓⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

質量を持つ1つの荷電ベクトル場 W+
μ (x) : 2 × 3

質量を持つ2つの複素スカラー場 ζ+1 (x)および ζ+2 (x) : 2 × 2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

(161)
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となり，電弱ダウンセクターに対しては⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2つのゲージ場A(2)3

μ (x)および A(1)
μ (x) : 2 × 2

質量を持たない3つの複素スカラー場 φ0
i (x) (i = 1, 2, 3) : 3 × 2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
⇓⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

質量を持つ1つの実ベクトル場 Zμ(x) : 1 × 3

質量を持たない1つの電磁場 Aμ(x) : 1 × 2

質量を持つ1つの複素スカラー場 ζ0
1 (x) : 1 × 2

質量を持つ3つの実スカラー場 ηi(x) (i = 1, 2, 3) : 3 × 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(162)

となることがわかる．相転移の前後において，場の独立モードの数の保存は，電弱アップセ

クターに対しては 2 × 2 + 3 × 2 = 10 = 2 × 3 + 2 × 2 となり，電弱ダウンセクターに対しては

2 × 2 + 3 × 2 = 10 = 1 × 3 + 1 × 2 + 1 × 2 + 3 × 1と成ることが確かめられる．

9.3 クォークおよびレプトンに対するディラック質量行列

高エネルギースケール Λ̆において，ユニタリケージ因子は(125)の 3重項 Ψ f
h (x)を残してフェ

ルミオン 3重項から分離される．スケール Λの周りの低エネルギー領域では，繰り込み群の効

果が，ラグランジュ密度の中の湯川相互作用部分 (94)および(95)の全ての量に対して適切に考

慮されていると仮定する．

その時，スケール v = 246 GeV [54]での EW対称性の破れを通して，フェルミオン場はディ

ラック型の質量行列を獲得する．Φ0 の展開式 (146)を(94)および (95)へ代入することで，低エ

ネルギー領域では

LY → LY
M =

∑
f=u,d,ν,e

Ψ̄
f

L0M fΨ
f

R0 + h.c. + · · · (163)

とするフェルミオン場に対する有効ラグランジュ密度が導かれる．ここで Ψ f
h0 = ΩEW (θ)−1Ψ

f
h で

あり，M f はディラック型の質量行列である．省略記号はフェルミオン場とスカラー場の相互

作用を表わす．電弱アップセクター ( f = u, ν)に対して，ディラック型の質量行列は

M f = af I +
1√
3

bf 1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1

−1 −1 −1

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +
1
3

bf 2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 −1 2

−1 −1 2

−1 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + c f D̆ (164)

となる．ここで af = Yf 1 vおよび bf 1 = −Yf 2 v， bf 2 = Yf 3 v，c f = 3Yf 4 vである．同様に，電弱ダ
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ウンセクター ( f = d, e)に対しては，

M f = af I + bf 1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 0

1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ +
1√
3

bf 2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0

1 −1 0

1 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + c f D̆ (165)

が得られる．ここで af = Yf 1 vおよび bf 1 = Yf 2 v， bf 2 = Yf 3 v，c f = 3Yf 4 vである．

エルミート行列ではないこれらの質量行列を対角化するために，双ユニタリ変換 [55]

V f †
L M f V

f
R =Mdiagonal (166)

を使う．質量固有値および対角化行列 V f
L を導くためには，

M fM†f |v( f )i〉 = m( f )i
2 |v( f )i〉 (167)

として自己共役行列M fM†f に対する固有値問題を解く．固有ベクトルが見つかれば，対角化行
列 V f

L は固有ベクトルから

V f
L =

(
|v( f )1〉, |v( f )2〉, |v( f )3〉

)
(168)

として得られる．

荷電フェルミオン f = u, dおよび eに対する(167)の固有値問題の解は，質量スペクトルおよ

び対角化行列に関する情報を得るのに十分である．特に，クォークセクターに対する FMMは

V = Vu†
L Vd

L =
(
〈v(u)i|v(d) j〉

)
(169)

の形で構成される．しかしながら，ニュートリノはマジョラナ型の質量行列を持つため，レプ

トンセクターの解析に対しては注意を要する．ニュートリノの質量スペクトルを導くためには，

(164)のディラック質量行列Mν および (141)のマジョラナ質量行列 M̆ν を考慮に入れなければ

ならない．

10. ディラック型の質量行列の解析

ここまで，段階的な対称性の破れを通して，非物理的なモードが現れることなく，独自の形

を持つディラック型の質量行列が現れる過程を見てきた．ここでは，この質量行列が実際に観

測結果を再現できることをみる．

10.1 クォーク質量と弱混合行列

質量スペクトルや弱混合行列を導出する前に，デモクラティック行列を対角化する固有ベク
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トル(71)を使って，式 (167)の固有ベクトルを

| v f 〉 = x f | 1 〉 + y f | 2 〉 + z f | 3 〉 (170)

と展開する．アップクォークセクターに対して，方程式 (167)は⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
|au|2 + 2|bu1|2 0

√
2C∗ubu1

0 |au|2 −√2aub∗u2√
2Cub∗u1 −√2a∗ubu2 |Cu|2 + 2|bu2|2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
xu

yu

zu

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = m2
u

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
xu

yu

zu

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (171)

と書き換えられる．ここで Cu = cu + auとする．同様に，ダウンクォークセクターに対しても固

有ベクトル vd の係数に対して，方程式 (167)は⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
|ad |2 0

√
2adb∗d2

0 |ad |2 + 2|bd1|2 −√2C∗dbd1√
2a∗dbd2 −√2Cdb∗d1 |Cd |2 + 2|bd2|2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
xd

yd

zd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = m2
d

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
xd

yd

zd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (172)

と書き換えられる．ここで Cd = cd + ad + bd1 とする．

弱混合行列の中に実際に含まれるパラメータの数を明確にするため

C∗ubu2 = |Cubu2|eiμu , aub∗u1 = |aubu2|eiνu , adb∗d2 = |adbd2|eiμd , C∗dbd1 = |Cdbd1|eiνd (173)

とおき，行列

Pf =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
eiμ f 0 0

0 eiν f 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (174)

を導入する．この行列を使うと，(|1〉, |2〉, |3〉)基底において，アップおよびダウンクォークセク
ターに対する固有ベクトルは，それぞれ

vu
j = Puuu

j = Nu
j Pu

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ũu

jx

ũu
jy

ũu
jz

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = Nu
j Pu

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
2|Cubu1|(m2

u j − |au|2)

−√2|aubu2|(m2
u j − |au|2 − 2|bu1|2)

(m2
u j − |au|2)(m2

u j − |au|2 − 2|bu1|2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (175)

および

vd
j = Pdud

j = Nd
j Pd

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ũd

jx

ũd
jy

ũd
jz

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = Nd
j Pd

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
2|adbd2|(m2

d j − |ad |2 − 2|bd1|2)

−√2|Cdbd1|(m2
d j − |ad |2)

(m2
d j − |ad |2)(m2

d j − |ad |2 − 2|bd1|2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (176)

と求められる．ここで |N f
j |−2 = ũ f 2

jx + ũ f 2
jy + ũ f 2

jz である．この時，u f
j から成る行列

Of
L =

(
u f

1 , u f
2 , u f

3

)
(177)
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は直交行列となり，フレーバー混合行列は

V = Ou†
L POd

L (178)

と表わせる．ここで

P =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
eiμ 0 0

0 eiν 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , μ = μd − μu, ν = νd − νu (179)

である．この混合行列は 10個のパラメータと 6個のクォーク質量を含んでいるが，これらのパ

ラメータは独立でない．実際，固有値問題 (171)および (172)を解くことにより導出される 6つ

のクォーク質量は，10個のパラメータに 6個の関係を与える．結局は FMMには，4個のパラ

メータのみが未知のまま残る．次は，このクォーク質量を具体的に表わし，そこに含まれるパ

ラメータとの関係を表わす．

10.2 クォークの質量スペクトル

アップとダウンの両セクターで，方程式 (171)および (172)に対する固有方程式は同じ形とな

るので，簡単のために添字 f を省略し議論を進める．s = m2 − |a|2 の置き換えのもと，固有方程
式は

s3 − (|C|2 − |a|2 + 2|b1|2 + 2|b2|2) s2 − 2(|ab1|2 + |ab2|2 − 2|b1b2|2) s + 4|ab1b2|2 = 0 (180)

となる．変数 sの無次元パラメータ s̄ = |ab1b2|− 2
3 sを導入し，s̄2 項と s̄項の係数をそれぞれ

P =
1
3
|C|2 − |a|2 + 2|b|2
|ab1b2| 23

, Q =
2
3
|a|2|b|2 − 2|b1b2|2
|ab1b2| 43

, (181)

とおく．ここで

|b|2 = |b1|2 + |b2|2 (182)

とする．さらに，変数変換 t = s̄ − Pを行い s̄2 項を消去することで固有方程式は

t3 − 3(P2 + Q)t − 2P3 − 3PQ + 4 = 0 (183)

となる．カルダノの公式により，この固有方程式の 1つの解は

t3
+ =

1
2

(
2P3 + 3PQ − 4 + i

√|D|) , t3
− =

1
2

(
2P3 + 3PQ − 4 − i

√|D|) (184)

を満たす 2つの新しい変数 t+ と t− の和 t = t+ + t− で表わせる．ここで

D = −16P3 − 3P2Q2 − 24PQ − 4Q3 + 16 (185)
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とする．さらに極座標表示 t+ = ρeiθ および t− = ρe−iθ で表わすと，動径方向に関しては

ρ =
√

P2 + Q (186)

となり，角度方向に関しては関係式

tan 3θ =
|D|

2P3 + 3PQ − 4
(187)

が成り立つ．最終的に固有方程式 (183)の解は，ω = exp(i2π/3)を用いて

t1 = ωt+ + ω2t− = 2ρ cos(θ + 2π
3 )

t2 = ω2t+ + ωt− = 2ρ cos(θ + 4π
3 )

t3 = t+ + t− = 2ρ cos θ

(188)

と表わせる．

こうした方法で (171)および (172)の固有値問題を解くことで，2乗質量の値として

m2
1 = |a|2 +

1
3

(
|C|2 − |a|2 + 2|b|2

) [
1 + 2

√
1 + δ cos(θ +

2π
3

)
]

m2
2 = |a|2 +

1
3

(
|C|2 − |a|2 + 2|b|2

) [
1 + 2

√
1 + δ cos(θ +

4π
3

)
]

m2
3 = |a|2 +

1
3

(
|C|2 − |a|2 + 2|b|2

) [
1 + 2

√
1 + δ cos θ

]
(189)

が得られる．ここで簡単化のために変数

δ = 6
|a|2|b|2 − 2|b1b2|2

[|C|2 − |a|2 + 2|b|2]2 =
Q
P

(190)

を導入した．

以下で確かめる様に，質量スペクトルが階層的な構造を持つためには，角度 |θ|の値は非常に
小さくなければならない．ここでは，θ > 0および θ < 0に対して，2乗質量の大きさはそれぞ

れ m2
1 < m2

2 < m2
3 および m2

2 < m2
1 < m2

3 となることを注意しておく．

階層性の極限 |C|2 � 1を仮定することで，クォーク質量と FMMに含まれるパラメータとの

間の関係を明確にする．ここで，3つの固有値の和を

m2
1 + m2

2 + m2
3 =

(
|C|2 + 2|b|2 − |a|2

)
+ 3|a|2 = 3M2 (191)

と定義する．階層性の極限により，M2 � 1と考えられることから，Pも大変大きな値を持つ．

したがって式 (187)に対して，左辺の tan 3θは 3θと近似でき，右辺は主要オーダーのみを考慮

することで，関係式

(3θ)2 � 4
|ab1b2|2

M6 +
1
3

(
|a|2|b|2 − 2|b1b2|2

)2
M8 (192)
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を得る．式 (190)で定義した δは，近似的に

δ � 2
3
|a|2|b|2 − 2|b1b2|2

M4 (193)

と表わされる．θと δは式 (189)および (191)から

m2
2 + m2

1 � 2|a|2 − M2δ, m2
2 − m2

1 � 2
√

3M2θ (194)

と導出される．上式から，近似式 (192)および (193)を使って，δと θを消去することで

|b1b2|2 = 3
4|a|2 (m2

2 − |a|2)(|a|2 − m2
1)M2 (195)

が得られる．

関係式 (195)を使い，クォーク質量と未知のパラメータの間の関係を調べる．まず，|b|2と |C|2
はそれぞれ

|b|2 = 3
2
|a|4 − m2

1m2
2

|a|4 M2, |C|2 = 3
m2

1m2
2

|a|4 M2 − 2|a|2 (196)

となる．次に |b1|と |b2|を決定するために，パラメータ κを導入し

|b1|2 = 1
2
|b|2 − Mκ, |b2|2 = 1

2
|b|2 + Mκ (197)

と表わす．ここで式 (195)より，κは

κ2 =
3

4|a|2
(

3
4

(|a|4 − m2
2m2

1)2

|a|6 M2 − (m2
2 − |a|2)(|a|2 − m2

1)
)

(198)

によって決定される．

したがって，各パラメータ |b1|，|b2|，|C|はクォーク質量と |a|により表わせるため，弱混合行
列の中の未知のパラメータは |au|および |ad |，μ，νの 4つとなる．混合行列は通常 3つの混合角

と 1つの位相により表現されるので，パラメータの数としてはちょうど適当な数となっている

ことがわかる．

10.3 アップおよびダウンクォークセクターの質量順序

混合行列に関する実験結果を誤差の範囲で再現するために，クォーク質量を入力値として，数

値解析を実行する．ここで用いるクォーク質量は，mZ = 91.2 GeVのエネルギースケールでの値

(13)を使用する [49, 50]．

クォークセクターにおける FMMの観測値 (9)は，対角成分を中心に階層的に小さくなってい

く様な値をもっている．こうした特徴を導くためには．(177)の直交行列 Ou
L おおび Od

L は，共

に単位行列に近い値をもったものでなくてはならない．したがって FMMを解析する第一段階

として，(189)の中で θ > 0あるいは θ < 0により特徴づけられた解のうち，どちらが単位行列
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に近い直交行列を記述するのに適切であるかを調べる．

直交行列を調べるために，(13)のクォーク質量に対して θ > 0の解を適用する．つまり，ダ

ウンクォークセクターに対しては，m1 = md，m2 = ms，m3 = mb とし，アップクォークセクター

に対しては，m1 = mu，m2 = mc，m3 = mt とするのである．この時，ダウンクォークセクターで

は，|ad |の小さな値に対して行列 Od
L の全ての対角成分は 1に近づくことがわかる．逆に，アッ

プクォークセクターでは，|au|の任意の値に対して行列 Ou
L の対角成分のいくつかは 1よりも幾

分小さくなることがわかる．こうした状況は θ < 0の解に対しては全く異なる．θ < 0の解に対

しては，ダウンクォークセクターに対して，m1 = ms，m2 = md，m3 = mb とし，アップクォーク

セクターに対して，m1 = mc，m2 = mu，m3 = mt とする．こうして数値計算を行うと，|au|を調
節することにより行列 Ou

L の全ての対角成分は 1に近づき，|ad |の任意の値に対して行列 Od
L が

単位行列に近づくことはない．

したがって，クォークの FMMの実験結果を導出するためには，ダウンクォークセクターに

対しては θ > 0の解を，アップクォークセクターに対しては θ < 0の解を選ぶ必要がある．観測

されるダウンクォークセクターの質量および状態ベクトルは

md = m(d)
1 , ms = m(d)

2 , mb = m(d)
3 ;

|vd〉 = |v(d)1〉, |vs〉 = |v(d)2〉, |vb〉 = |v(d)3〉
(199)

の様に通常の順序を持つ θ > 0の解により記述されなければならない．アップクォークセクター

の質量および状態ベクトルは

mu = m(u)
2 , mc = m(u)

1 , mt = m(u)
3 ;

|vu〉 = |v(u)2〉, |vc〉 = |v(u)1〉, |vt〉 = |v(u)3〉 (200)

の様に部分的に反転した順序を持つ θ < 0の解により記述されなければならない．

10.4 湯川結合定数の階層性

クォークの FMMの実験結果を導出するために，ダウンクォークセクターに対しては θ > 0の

解を，アップクォークセクターに対しては θ < 0の解を選ばなければならないことが解ったの

で，この考えに沿って数値解析を行う．クォーク質量の値として (13)および近似式 (196)およ

び (198)を使うと，FMMに対する実験結果 (11)および Jarlskog不変量 (12)を再現する 4つパラ

メータの最適値は

|au| = 30.4, |ad | = 13.2, μ = 0.96, ν = 2.32 (201)

となる．ここで，このパラメータを用いて表わされる FMMおよび Jarlskog不変量の具体的な
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表 3 10個のパラメータ値

アップクォークセクター ダウンクォークセクター 位相

|au| = 30.4 |ad | = 13.2 μ= 0.96

|bu1|= 831 |bd1| = 92.1 ν= 2.32

|bu2| = 63800 |bd2| = 818

|Cu| = 146000 |Cd | = 2650

値は

|V | =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.974210 0.225705 0.003595

0.225473 0.973343 0.041511

0.008723 0.040746 0.999132

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (202)

および

J = 3.1 × 10−5 (203)

となる．今，クォーク質量値の代わりに，6つのパラメータ bu1および bd1，bu2，bd2，Cu，Cd を

用いると，実験結果を再現する 10個のパラメータ値は表 3で表わされている値となる．そこ

で，これら 10個のパラメータから湯川結合定数に関しての考察を行う．

最大で 104 程のひらきがある位相を除いた 8個のパラメータを近似的に考察し，湯川結合定

数の大きさの階層性を見る．各セクターの主要オーダーのパラメータのみを考え，その他のパ

ラメータを無視すると bu2，bd2，cu，cd が残り，質量行列は

Mu ≈ 1
3

bu2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 −1 2

−1 −1 2

−1 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + cu D̆, Md ≈ 1√
3

bd2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0

1 −1 0

1 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + cd D̆ (204)

となる．今までの解析過程において課してきた仮定に反することなく，各セクターの中ではデ

モクラティック行列の要素である |c|が最も大きな値をとることが解るが，最終的に |C|として
現れるため，それ自身の大きさは近似的にしか分からない．一方，|bu2|や |bd2|は十分に大きな
値ではあるがデモクラティック要素ではない．しかし，(204)からエルミート行列M fM†f を計
算すると

M fM†f ≈
(
2|bf 2|2 + |C f |2

)
D̆ (205)

となる．トップクォークやボトムクォークの質量は |c|だけでなく，|bu2|や |bd2|も大きく寄与し
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ていることが解る．

ここでアップクォークセクターとダウンクォークセクターの大きさの差として， |bu2|と |bd2|
の間には |bu2| ∼ 92|bd2|といった関係が成り立つ．さらに次のオーダーまで考慮に入れると bf iの

間に

|bu1|
|bd2| ∼ 1,

|bd2|
|bd1| ∼ 91,

|bu2|
|bu1| ∼ 92, (206)

という関係が成り立っている．これらの関係より，湯川結合定数の間に経験的な関係として

|Yu2|
|Yd3| ∼ 1,

|Yd3|
|Yd2| ∼ 91,

|Yu3|
|Yu2| ∼ 92, (207)

が与えられる．ここで，これらの関係式が厳密に成り立っていると想定する．2つの比例関係

にある湯川結合定数の大きさを表わす際に基準となる様な変数を

|bd1| = 9β, |bd2| = |bu1| = 92β, |bu2| = 94β, (208)

として導入する．表 4の各パラメータに対する値を使うことで，各クォーク質量は

mu = 1.20 MeV, mc = 0.628 GeV, mt = 169.6 GeV,

md = 2.87 MeV, ms = 53.8 MeV, mb = 2.86 GeV,
(209)

と計算される．さらに，混合行列および Jarlskogの不変量は

|V | =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.973984 0.226589 0.003509

0.226452 0.973161 0.040962

0.008616 0.040199 0.999155

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , J = 2.9 × 10−5 (210)

を得る．これより，独立なパラメータの数を 10個から 7個へと減少させたとしても，実験デー

タの制限範囲をこえることはないことが解る．EW の破れのスケールを v = 246 GeV として，

|Cu| ≈ |cu |，|Cd | ∼ |cd |と近似した湯川結合定数の大きさの値は，表 5の様にまとめられる．これ

らの湯川結合定数の大きさの比は最大で

|Yu4|
|Yu1| ∼ 103 (211)

表 4 7個のパラメータ値

アップクォークセクター ダウンクォークセクター 共通パラメータ

|au| = 30 |ad | = 13 β = 10

|Cu| = 142000 |Cd | = 2620 μ= 0.95

ν = 2.3
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表 5 湯川結合定数

f u d e

|Yf 1| 1.2 × 10−4 5.4 × 10−5 3.5 × 10−5

|Yf 2| 3.4 × 10−3 3.7 × 10−4 4.1 × 10−4

|Yf 3| 2.6 × 10−1 3.3 × 10−3 3.6 × 10−3

|Yf 4| 2.0 × 10−1 3.6 × 10−3 1.6 × 10−3

であり，クォークの質量比

mt

mu
∼ 105 (212)

と比べると，スケールの差がかなり抑えられたことがわかる．

最後に，これらクォークセクターに見出された結合定数の関係式を使い，荷電レプトンの結

合定数を考察する．荷電レプトンの質量行列はダウンクォークセクターの質量行列と同じ形を

とるため，各パラメータに対する添字 dを eと取りかえることで，各質量固有値が与えられる．

荷電レプトンセクターに含まれる 4つのパラメータにダウンクォークセクターと同じ関係

|Ye1| = 9
β̃

v
, |Ye2| = 92 β̃

v
(213)

を課すことで，各質量の値を再現するパラメータ |ae|，|Ce|，β̃の値は一意的に決まる．各質量の
値を

me = 0.486570 MeV, mμ = 102.718138 MeV, mτ = 1746.248815 MeV (214)

とすると，各パラメータは

|ae| = 8.537374, |Ce| = 1197.43, β̃ = 11.063420 (215)

と決定される．結果として得られた湯川結合定数を表 5にした．β̃は βに近い値をとることか

ら，|Ye1|および |Ye2|は |Yd1|および |Yd2|と近い．クォークと荷電レプトンの結合定数をグラフで
表わすと，図 1の様に表わされる．

11. 議論

水平対称性をゲージ化することにより SMを一般化し，対称性の破れを通して求められたディ

ラック型の質量行列を解析してきた．パウリ代数の中心拡大によって生成された H対称性は，
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図 1 横軸に湯川結合定数の種類をとり，縦軸にその大きさの値をとる．|Y f 4|は不確定な部分が大きいため
考慮していない．

湯川相互作用において秩序を生成し，湯川結合の不確定性を減少させる様に働く．この理論は，

非物理的なモードを含まず，SMの全ての結果を再導出できる様に定式化された．

Wilczekと Zeeによれば，S U(2)水平対称性に基づく理論は，NGボソンを発生させることな

しに質量行列を導く理論の候補であると主張されているが，具体的な定式化は行われていない

[31]．我々の理論は，ヒッグスポテンシャルの安定点に対する 1つのパラメータを特定するこ

とにより，部分的な対称性の破れに対する基準状態を選ぶ複合機構を考えた．その基準状態の

まわりでのスカラー 3重項の展開式の中に生じる自由度を使い，対称性の破れを完全にし，非

物理的なモードが現れない理論を実際に定式化してきた．つまり，高エネルギースケール Λ̆で

は，ヒッグスポテンシャル V1(Φ̆)の安定点を計算することにより，部分的に破れた H対称性に

対する基準状態を決定し，次に Φ̆(x)の展開式における成分場の間の混合を利用することで NG

モードを除外した．低エネルギースケール Λでは，ヒッグスポテンシャル V2(Φ)+ V3(Φ, v̆)の一

部の安定点によって固定された準基準状態は，v0 から vへパラメータを再スケール化すること

により，基準状態に置き換えられる．そして，Φ(x)の展開式においてその成分場の間の混合を

利用することにより，NGモードやタキオンの様な非物理的モードが現れない様に制限できた．

H対称性を導入することで SMにおける不確定な要素を減少させ，フレーバー物理にいくつ

かの制限を与えられる．基本フェルミオンに対して，マジョラナ型とディラック型の質量行列

が生成され，ディラック型の質量行列に対しては湯川結合定数の数は SMと比べると 4/9へと

減少した．

クォークの各セクターに 4つの複素数として含まれる湯川結合定数は，8個の実数と 2個の位
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相により 10個のパラメータにまとめられた．入力値としてクォーク質量値を使い，2つの独立

パラメータと 2つの位相の値を調節することにより，観測される FMMの値を再導出した．そ

の結果として湯川結合定数の絶対値が計算できる．数値解析による結果はクォークセクターに

対する結合定数の間に (207)の様な経験的な関係が成り立っていることを示唆している．これ

らの関係の物理的な意味を説明することはこの理論の範囲内ではできない．

表 5 で示されている湯川結合定数の値の中で注目すべきは，結合定数の間の最も大きな比

|Yu3|/|Yu1| ∼ |Yu4|/|Yu1| ∼ 103がクォーク質量の間の比 mt/mu ∼ 105 に比べてはるかに小さくなるこ

とである．これは，低エネルギーのフレーバー物理の中で直接観測される変化の多様性が湯川

相互作用の結合定数では遥に縮小していることを意味している．

次に，この理論における質量行列の構造的な特徴を 3節で紹介した過去の研究結果を参考に

述べる．混合行列の各成分の大きさは，アップクォークセクターが単位行列に近いとき，その

ほとんどがダウンクォークセクターに依存する．H対称性のゲージ場理論から導出されたダウ

ンクォークセクターの質量行列 (172)は

a = A,
√

2b1 = B, −√2b2 = B′ (216)

と置くことで，NNI 基底によるエルミート行列 (36) に還元される．ただし A′ = A あるいは

A′ = A∗ とする．つまり質量行列を (35)の様な形で書き直すと，エルミート条件を満たす様に

A′ = A∗, B′ = B∗とすることで Fritzsch型の質量行列 (17)となり，A′ = A, B′ = Cと置くと (37)と

なる．興味深いことは，(17)では実験結果をうまく再現できる様に，条件として A′ = Aを仮定

したが，この理論ではすでに成り立っていることである．つまり自然にカビボ角が導出できて

いると言える [16]．

アップクォークセクターの質量行列 (171)に関してはこの様な簡単な置き換えは成り立って

いない．しかしながら (200)と解釈することで，単位行列に近い直交行列を持つユニタリ変換

が達成されることにより，数値的に近い議論はできる．実際に，表 3より B′ ∼ Cとなることが

わかる．

いままで行ってきた議論に対して考察してきた質量行列の固有値と異なる固有値をもつ可能

性があることを指摘しておこう．行列 (171)および (172)のなかで b1 あるいは b2 をゼロと置く

と，固有値 m2
1 および m2

2，m2
3 に対して，関係式

m2
1 = |a|2,

m2
2 + m2

3 = |a|2 + |b|2 + |C|2,
m2

2m2
3 = |a|2|C|2,

(217)

が得られ，m2
2 < m2

1 < m2
3 とすることで質量スペクトルを再現できる．このとき，|C| � |b|とな

り，いままでの議論とは明らかに異なる．しかしながら，これらの固有値を使うことにより，本
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論文の結果よりも状況が改善されることはない．

荷電レプトンの質量はダウンクォークセクターに対する関係式の類推 (213)により導いた．し

かしながら，レプトンセクターに関してさらに満足のいく調査を行うためには，ディラック型

の質量行列のみだけでなくマジョラナ質量行列も含めた 6× 6の固有値問題を解かなければなら

ない．

この理論では高エネルギーでの対称性の破れを考えることにより，超重量質量を持つ粒子を

発生させ，低エネルギースケールでの実験結果と矛盾しない様な理論を構築できた．しかしな

がら，大統一理論と同様に，EWスケールの相転移に比べはるかに大きなスケールの起きる相

転移を想定したとき階層性の問題が残る．この問題を避ける一つの手段として超対称性理論を

導入することが挙げられる．超対称性を組み込んだ水平対称性のゲージ場理論は将来の課題と

して検討したい．
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A. 質量行列の変形

テクスチャーゼロを持つ質量行列に関して，一般の 3 × 3質量行列 Mu および Md をある特定

の形に変形した．フレーバー混合行列 (5)は，3つのユニタリ行列 S および VuR，VdR を用いた

変換

Mu → M′u = S MuVuR, Md → M′d = S MdVdR (218)

のもと影響を受けないことから，ジェネリックな 3× 3質量行列がエルミート行列あるいは NNI

基底による 6つのテクスチャーゼロを持つ質量行列に変形できると主張されている．

一般の行列はエルミート行列とユニタリ行列に分解できるため， S の自由度を使うことなく，

Mf ( f = u, d)をエルミート行列に変形できる [17]．

次は，Branco et al.による手続き [24]から，NNI基底により一般の 3 × 3質量行列 Mu および

Md が (1, 1)および (1, 3)，(3, 1)，(2, 2)成分がゼロである様な質量行列 M′f に変形できることを

みる．

行列 Mf の自己エルミート共役をかけた行列を Hf = Mu M†u と定義することで

M′f M′†f = S †Hf S (219)
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と表わせる．はじめに，エルミート行列 M′f M′†f に対して

(M′u M′†u )12 = (M′d M′†d )12 = 0 (220)

とできる様なユニタリ行列 S があることを示す．この関係が成り立つためには

S ∗i1(Hu)i jS j2 = 0, S ∗i1(Hd)i jS j2 = 0, S ∗i1S i2 = 0 (221)

でなければならない．ここでベクトル S ∗i1 は他のベクトル (Hu)i jS j2 および (Hd)i jS j2，S i2 と直交

しているため，これら 3つのベクトルは線形従属でなければならない．つまり．3つのパラメー

タを用いて

(
(Hu)i j +

c
b

(Hd)i j

)
S j2 = −a

b
S i2 (222)

と変形できる．これより，ベクトル S i2 は固有値 − a
b を持つ固有ベクトルとして見つけることが

できる．ベクトル S i2 が見つかると，ベクトル S i1 は

S i1 = Nεi jkS ∗j2S ∗l2(Hu)lk (223)

により作られる．こうして，これら 2つのベクトル S i1 および S j2 からユニタリ行列 S を構成

できる．

つぎに，T f = S Mf とおき，(1, 1)および (1, 3)，(3, 1)，(2, 2)成分がゼロである様な質量行列

M′f = T f Vf R に変形できる様な Vf R を見る．この行列は具体的に

Vf Ri1 = N1εi jkT f 1 jT f 3k, Vf Ri1 = N2T f 1 jT ∗f 1i, Vf Ri3 = N3

(
T ∗f 1iH13 − T ∗f 3iH11

)
(224)

と表わせる．この行列が条件

T f 1iV f Ri1 = T f 3iV f Ri1 = T f 1iV f Ri3 = T f 2iV f Ri2 = 0 (225)

およびユニタリ条件

Vf Ri1V∗f Ri3 = V∗f Ri2Vf Ri3 = Vf Ri1V∗f Ri2 = 0 (226)

を満たすことは簡単に示される．

B. スカラー場の EW × H不変量

WS理論では，電弱 2重項 φ(x)のヒッグスポテンシャルは，単に不変量 φ†φからなる簡単な

形を持つ．この理由は，電弱アイソスピン { τa }の内部空間が単純な構造を持つからである．φ
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に対して，その双対な場は φ̃ = iτ2φ
∗によって定義される．それゆえ，˜̃φ = φが成り立つ．EW対

称群の下，同じ変換特性を持つそれらの場は，恒等式

φ†φ̃ = 0 (227)

をみたす．“内部ベクトル” φ†τaφは単純な恒等式をみたす．すなわち，その 2乗長さは

(φ†τaφ)(φ†τaφ) = (φ†φ)2 (228)

と純粋な“内部スカラー”量を使って表わせる．

WS 理論とは異なり，EW × H 対称性の内部空間は複雑な構造を持つ．まず第一に，3 重項

Φ̆(x)および Φ(x)に対して，その双対な場を定義することは不可能である．例えば，(84)で定義

された ˜̆Φ(x)に対して結びついている場は Φ̆(x)に双対でない．なぜなら，

˜̆̃
Φ(x) = −(I − D̆)Φ̆ � Φ̆ (229)

となるからだ．H-3重項からなる不変量の間には，多くの形の恒等式が存在する．スカラー 3

重項のラグランジュ密度を構築するためには，全ての不変量を調査し，それらの間の関係を見

つけなければならない．

いくつかの恒等式は，その定義から直接証明することができる．例えば，τ̆2 の作用により，

関連性を持つスカラー場 ˜̆Φ(x)および Φ̃(x)の H-和は消えてしまい，

{{˜̆Φ}} = 0, {{Φ̃}} = 0 (230)

となる．しかしながら，不変量を一般的に調べ，分別するためには，(71)の固有ベクトルで表

わされたスカラー 3重項の具体的な表現

Φ̆ = z1| 1 〉 + z2| 2 〉 + z3 | 3 〉, ˜̆Φ = z∗2 | 1 〉 − z∗1| 2 〉 (231)

を使う必要がある．ここで，z j(x)は複素スカラー場であり，

Φ = Z1| 1 〉 + Z2| 2 〉 + Z3| 3 〉, Φ̃ = iτ2Z∗2 | 1 〉 − iτ2Z∗1 | 2 〉 (232)

の中の Zj(x) = t(ζ+j , ζ
0
j )は電弱 2重項の複素スカラー場である．

(231)の中の分解を使うと，3重項 Φ̆(x)および ˜̆Φ(x)は恒等式

Φ̆
†˜̆Φ = 0 (233)

を満たすことが証明される．この恒等式が，3重項 Φ̆の 4次関係を比較的簡単化する．関連を

持つ 3重項 ˜̆Φの双線形項は
˜̆Φ†˜̆Φ = Φ̆†(I − D̆)Φ̆ = Φ̆

†
Φ̆ − 1

3
{{Φ̆†}}{{Φ̆}} (234)
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の様な 3重項 Φ̆の双線形に還元される．3重項の 4次関係は，次のように恒等関係

(
Φ̆
†
τ̆ j
˜̆Φ) (˜̆Φ†τ̆ jΦ̆

)
=

(
Φ̆
†
(I − D̆)Φ̆

)2
(235)

および

(
Φ̆
†
τ̆ jΦ̆

) (
Φ̆
†
τ̆ jΦ̆

)
=

(
Φ̆
†
(I − D̆)Φ̆

)2
=

(
Φ̆
†
Φ̆ − 1

3
{{Φ̆†}}{{Φ̆}}

)2

(236)

をみたす．これらの 4次関係は，スカラー 3重項スピノールからなる内部ベクトルを含む不変

な組み合わせが，Φ̆
†
Φ̆および {{Φ̆†}}{{Φ̆}}からなる不変量に還元可能であることを示す．

(233)の中の恒等式とは対照的に，Φ(x)と Φ̃(x)はお互いに直交していない．(232)の分解は直

ちに

Φ†Φ̃ = Z†1 iτ2Z∗2 − Z†2 iτ2Z∗1 = 2(ζ−1 ζ
0∗
2 − ζ−2 ζ0∗

1 ) � 0 (237)

を導く．これより，3重項 Φ(x)に対するヒッグスポテンシャル (114)は複雑になる．3重項 Φ(x)

および Φ̃(x)は次の様に 4次関係

Φ̃†Φ̃ = t̆Φ(I − D̆)Φ∗ = Φ†Φ − 1
3
{{Φ†}}{{Φ}} (238)

Φ†τ̆ jΦ̃ = 0, Φ†τaΦ̃ = 0, (239)

Φ̃†τ̆ jΦ̃ = −Φ†τ̆ jΦ, Φ̃†τaΦ̃ = −Φ†τaΦ (240)

をみたす．

(71)の固有ベクトルで表わされたスカラー 3重項の分解を使うことによって，次の様なスカ

ラー 3重項の 4次関係

(
Φ†τ̆ jΦ

) (
Φ†τ̆ jΦ

)
= |Φ†(I − D̆)Φ|2 − |Φ†Φ̃|2, (241)(

Φ†τaΦ
) (
Φ†τaΦ

)
= |Φ†Φ|2 + 2Φ†iτ2Φ

∗ tΦiτ2Φ, (242)(
Φ†τa(I − D̆)Φ

) (
Φ†τa(I − D̆)Φ

)
= |Φ†(I − D̆)Φ|2 − |Φ†Φ̃|2, (243)(

Φ†τaD̆Φ
) (
Φ†τaD̆Φ

)
= |Φ†D̆Φ|2 = 1

9

(
{{Φ†}}{{Φ}}

)2
, (244)

(
Φ†τaτ̆ jΦ

) (
Φ†τaτ̆ jΦ

)
= |Φ†(I − D̆)Φ|2 + 2|Φ†Φ̃|2, (245)(

Φ†τaτ̆ jΦ̃
) (
Φ̃†τaτ̆ jΦ

)
= 4|Φ†(I − D̆)Φ|2 − |Φ†Φ̃|2 (246)

を証明することができる．(242)の中で，H スカラー積は，最初の Φ† と最後の Φ の間でとら

れ，中間部分では Φ∗ と tΦの間でとられなければならない．これらの恒等関係をつかって，内

部ベクトルや EW2重項の 3重項で構成された双ベクトルから成る多くの不変量は，Φ†Φおよ

び Φ†Φ̃，{{Φ†}}{{Φ}}から成る不変量に還元される．
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3重項 Φ̆(x)と Φ(x)の間には，二つの恒等関係

(Φ̆
†
τ̆ jΦ)†(Φ̆

†
τ̆ jΦ) = (Φ̆

†
(I − D̆)Φ̆)(Φ†(I − D̆)Φ) + (Φ†˜̆Φ)†(Φ†˜̆Φ) (247)

および

(Φ̆
†
τ̆ jΦ̆)†(Φ†τ̆ jΦ) = (Φ̆

†
(I − D̆)Φ̆)(Φ†(I − D̆)Φ) − 2(Φ†˜̆Φ)†(Φ†˜̆Φ) (248)

がある．さらに，(Φ†Φ̆)(Φ̆
†
Φ)や (Φ†Φ̆)({{Φ̆}}†{{Φ}}), (Φ̆

†
Φ)({{Φ}}†{{Φ̆}})，(Φ̃†Φ̆)(Φ̆

†
Φ̃) = (Φ†˜̆Φ)(˜̆Φ†Φ)の

様な入り組んだ 4次項が存在する．しなしながら，最後の 4次項を除いて，Hハイパー荷の保

存や y̆
Φ̆
� 0および y̆Φ = 0の割り当ては，これらの項がヒッグスポテンシャル V(Φ, Φ̆)に現わ

れることを禁止する．

これらの恒等関係を頼ることによって，内部スカラー量を用いて全ての EW × H不変量を表

わすことが可能であることがわかる．
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Researches on Dirac Mass Matrices and Flavor Mixings in Gauge
Field Theory of Horizontal Symmetry

Yasufumi KONISHI

Abstract

We investigate Dirac mass matrices derived in the gauge theory based on horizontal symmetry gen-

erated by a central extension of the Pauli algebra. The Dirac mass matrices are deduced by the breaking

of the horizontal and electroweak symmetries at two stages with high and low energy scales. The spon-

taneous symmety breakings reproduce all of the results in the Weinberg-Salam theory without appearing

unphysical modes such as Nambu-Goldstone bosons and tachyons. The mass matrices possess a sufficient

number of parameters to reproduce the observed data of the charged fermion mases and the flavor mixing

matrix of quarks. Using values of the parameters determined by numerical analysis, we find the several

empirical relations among the Yukawa coupling constants. As one specific feature of the theory, we find

different ordering in squared mass eigenvalues for the up and down sectors. As a result, the mass matrix

for the down quark sector has an adequate structure to describe the Cabibbo angle.

Keywords: Horizontal symmetry, Central extension of the Pauli algebra, Dirac mass matrices, Flavor

mixing matrix, Yukawa coupling constants


