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要　約

低速電子線回折法で用いられる入射電子は原子との相互作用が強い。回折スポットの強度・

エネルギー曲線を理解するためには、多重散乱効果を取り入れた動力学的な取り扱いが必要に

なる。ブラヴェ格子からなる１枚の原子面内で多重散乱を引き起こした散乱波（回折波）の振

幅を量子論の立場で導出した。原子間を伝わる波をグリーン関数で記述し、グリーン関数のブ

ラヴェ格子依存性を明らかにした。さらに実験データの説明に不可欠な回折波強度のエネルギ

ー依存性を求めた。原子面内の多重散乱効果による回折波は低エネルギー領域で現れることを

示した。

１．はじめに

低速電子線回折法（Low-Energy-Electron-Diffraction）で用いられる、数十から数百電子ボル

トのエネルギーを持った電子は、原子との相互作用が強く結晶表面から奥深く内部に侵入しな

い。このことが結晶の表面から数層の原子の周期的配列構造を調べる上で、低速電子を使つて

実験することのメリットがある。その反面、弾性・非弾性散乱の多重散乱効果により、回折ス

ポット強度の入射エネルギー依存性すなわち I-V曲線は運動学的な解釈（１回散乱過程）の枠

を超えた複雑さ、難しさを伴う。

多重散乱効果を取り入れたLEED回折理論（動力学的理論）の研究は、J.B. Pendry 1-4）らによ

る固体電子のバンド理論を拡張した方法と、J.L. Beeby 5）に始まるT-matrix法6）による方法が

ある。この分野の研究は1970年代に本格化した。S.Y. Tong 7）、M.A. Van Hove 8）らによりモデ

ルの改良が加えられ発展してきた9-11）。現在では表面層にヘテロな原子だけでなく、分子が付

着した系にまで拡張されている12）。また表面に格子不整、欠陥を伴う系にまでモデルの拡張が
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試みられている13）。

これらの理論による表面の構造（原子座標）の決定は次の手順で行われる14）。先ず、表面の

原子構造模型を仮定する。次に、この構造模型に対して I-V曲線の数値計算を行い、実験デー

タとの差異をR-factor 15）で評価する。 実際の実験値と数値計算の結果の差異が少なくなるよう

に、構造模型の原子の座標位置を変化させて繰り返し計算を行い、最も実験データに近い I-V

曲線を描く構造を、その結晶表面の構造と決定する。この方法で決められた原子位置の精度は

１％以下である14）。数多くのステップを経て表面原子構造（原子座標）を決めることになるが、

現実に低速電子線回折法で I-V曲線の測定を行っている時に、現れる数多くの回折ビームの中

で、どの回折ビームが原子面内の多重散乱過程に起因するか、原子層間の多重散乱過程による

ものかを、刻々変化する表面構造に対して判断する必要がある。原子面内での多重散乱効果に

起因する回折ビームを明確にする必要性から、本論文では、一枚の原子面に電子が入射したと

きの回折波の散乱振幅、すなわち回折波の強度のエネルギー依存性を求めた。まず２章で、散

乱過程を球面波ですなわち角運動量空間で取り扱い、多重散乱を記述して面回折マトリックス

を導いた。その数値解の結果を３章で示した。４章で結論と今後の課題について述べている。

２．原子面での多重散乱モデル

２－１　一つの原子による散乱４）

電子波が原子により散乱される系を考える。原子のポテンシャルは球対称ポテンシャルであ

るマフィン・テインポテンシャルとする。マフィン・テイン半径より外側での動径方向のシュ

レンディンガー方程式は波動関数を ( )rlz として次式で表せる。原子単位を用いる。

（１）

ここで、 lは方位量子数、Eは電子のエネルギーで波動ベクトルkを用いて Ek2
1 2

= と表せる。

この方程式の一般解は、outgoing waveと incoming waveをそれぞれ表す第１種及び第２種のハ

ンケル関数の線形結合で表される。 kk = である。

（２）

（３）

（３）は確率の流れの密度が incoming waveとoutgoing waveで等しいこと示す。

入射波と透過波を合わせて ( )r
( )

l
0

z と表し、散乱波を ( )r
( )

l
s

z とするならば、（２）の波動関数

( )rlz は ( ) ( )r r
( ) ( )

l l
s0

+z z となる。図１から入射波は incoming waveであり、透過波はoutgoing
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waveの一部であるので、未知の定数alを用いて ( )r
( )

l
0

z を次のように表す。

従って、散乱波 ( )r
( )

l
s

z はoutgoing wave ( )h kr
( )

l
1

を用いて次のように表せる。

散乱によって生じる位相シフト ld を用いて（３）より、 ( )exp i2l l l=a b d とおく。さらに散乱

を考えない時、 0l =d および ( )r 0
( )

l
s

=z であることから未知の定数alは１となるので ( )r
( )

l
0

z 、

( )r
( )

l
0

z はそれぞれ次の様に表せる。

（４）

（５）

ここで、 ( )j krl は球ベッセル関数である。一方、 ( )r
( )

l
0

z は平面波 ( )exp ik r: で表せるので、平面

波を部分波展開した形と比較する事により ( )Wi Y2
*

l
l

lm k=b r を得る。角度方向も考慮した

解 ( )r
( )

l
0

z 、 ( )r
( )

l
s

z を得るには動径方向の解（４）、（５）にrの方向を表す角度W r＝（θ, φ）を

持つ球面調和関数 ( )WYlm r を掛ければ良い。

（６）

（７）
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図１ マフィン・テインポテンシャルによる散乱。 ○印がポテンシャル領域



（８）

Almは入射波と透過波を合わせた波の振幅、 ( )t El は散乱確率で位相シフト ( )Eld に依存する。位

相シフト ( )Eld の値はマフィン・テイン外部での波動関数 ( )rlz とマフィン・テイン内部での波

動関数 ( )rl{ とを滑らかにつなぐ条件から求める。 ( )rl{ はハートリーフォック方程式の数値解

から求める。その際に必要なイオンコア（マフィン・テイン内部）の束縛電子の波動関数には

E. Clementi等4, 16）の文献値を用いた。 散乱波（７）の振幅は波動関数（６）の振幅Almに散乱

確率 ( )t El を掛けたものであることが解る。この関係を以下で用いる。

２－２　原子面での多重散乱（原子面回折マトリックス）６）

原子面に向かう振幅Ag、波動ベクトルk gの平面波を ( ) ( )expA ir k r( )
g g

0
:=z と表す。 原子面

上の j番目の原子の位置ベクトルを基本単位格子ベクトル a1、 a2と整数mi、mkを用い

て m mR a aj i k1 2= + とする。入射平面波 ( )r( )0z をR jの周りで部分波展開を行い、整理すると次

式となる。

（９）

（10）

２－１の（６）で示したように、（９）は原子 jへの入射波および透過波の波動関数と考える事

が出来る。（10）は位相項 ( )exp ik Rg j: を除いた振幅を表す。上付き文字の括弧内の数字 0は散

乱を受けた回数を示す。１回散乱された波動関数 ( )r
( )

j
1

z は２－１の（６）、（７）との関係から

容易に表すことができる。

原子面上のすべての原子による一回散乱波は格子（原子） jについて和をとれば良い。

（11）

１回散乱された電子波（11）は原子面上の他の原子 kによって再び散乱される。（11）は

原子面上の他の原子 kへの新たな入射波となる。（11）に於ける outgoing waveの項

( ) ( )Wh k Yr R
( )

l j lm r R
1

j
- - を平面波展開すると次式を得る [Appendix A]。
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（12）

（13）

（14）

（13）において、A( )
l m
1
l lは１回散乱された部分波（ l ml l）の振幅を表し、同時に原子kへの入射波

の振幅でもある（位相項は行路差に起因する）。（14）のGlml ml lは原子 j で散乱された部分波

（ lm）の中で、原子 kへと向かう状態（ l ml l）の部分波の伝播を表すグリーン関数であ

る。Dlml ml l は３つの球面調和関数の積分を含む項で、とり得る状態( , )lm l ml l に制限がつく。原

子の配列構造（ブラベ格子）に依存する量である。運動学的回折理論における構造因子と格子

因子に対応する。

原子kでの散乱波つまり２回散乱波 ( )r
( )

k
2

z は（11）を導く過程と同様な方法で容易に書き下

せるので原子面上のすべての原子kにわたって加えると、原子面による２回散乱波が求められ

る。

（15）

この散乱波がまた他の原子iへの入射波となり、原子iによる散乱すなわち３回目の散乱を考え

て行く。（12）を導いたと同様な方法で（15）の ( ) ( )Wh k Yr R
( )

l k lm r R
1

k
- - を平面波展開する。

原子iへの入射波の振幅、それは同時に２回散乱された波の振幅でA( )
lm
2と表すと１回散乱された

振幅A( )
lm
1を用いて以下のようになる。

以下、４回、５回、・・・・、n回の散乱過程を考えて行く。その結果、散乱振幅A( )
lm
0、A( )

lm
1、

A( )
lm
2、・・・・、A( )

lm
nの間には次の関係式が成り立つ。

（16）

（17）

これらの散乱過程の振幅をすべて加えて、多重散乱過程による振幅A( )
lm
Tを求める事ができる。
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従って、散乱波 ( )Tz を次のように求めることができる。

（18）

（18）で格子和
i
Rを波動ベクトル空間（逆格子空間）の和にする。[Appendix B]。

（19）

（20）

（19）は散乱された波が平面波で表せることを示す。 和
g g
R
l
における g gl は波動ベクトルk g l、

k gの和を示す。波動ベクトルk g lはGを２次元逆格子ベクトルとしてk k Gg g= +l 、つまり回折

条件を満たす波動ベクトルである。（20）で求めたM g gl の物理的意味は、波動ベクトルk gの振

幅１の平面波 ( )exp ik rg :l が、原子面に入射した時、波動ベクトルが k g lである散乱平面

波 ( )exp ik rg :l が持つ振幅を表す量である。 glをcolumnに gを rowとするマトリックスで表せ

る。 ( )M Eg gl が目的の面回折マトリックスである。 gl、 gをあらかじめ定めて ( )M Eg gl の数値計

算を行う。
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図２ 原子面（網掛けの部分）による多重散乱過程。 黒丸は格子点の位置の原子、点線は散乱のpath、
右図は左図の断面を表す。



３．数値計算結果と議論

前章で電子の波の散乱過程についての議論を重ねてきた。導いた関係式を J.B. Pendryの論

文4）に掲載されているプログラムを改良して数値計算を行った。格子点にはSi原子を置き、格

子は２次元ブラヴェ格子の５個の基本形について行った。正方格子の一辺の長さは、Si (100)

の正方格子の一辺の長さ0.384nmを用いた。長方格子、斜方格子の辺の長さはそれぞれ、

0.384nm、0.768nmで、斜方格子の辺と辺のなす角度は67o である。面心長方格子は面の中心に

ある格子点までの距離を0.384nmとした。辺の長さはそれぞれ0.493nm、0.588nmとなる。六

方格子の辺の長さは0.384nmである。計算した格子点の総数は528個である。

３－１　位相シフト ( )Eld および散乱確率 ( )t El

図３は横軸に入射エネルギーE、縦軸にSi原子の位相シフト ( )Eld を示すグラフである。マ

フィン・テインポテンシャルの散乱において方位量子数 l 0= から l 2= において位相シフトの

値が負、すなわち斥力が働き、l 3$ では正の値になり引力が働くことになる。さらに方位量子

数および入射エネルギーが大きくなる程、 ld の値は小さくなっている。このことは、実際に

計算する際の角運動量の方位量子数には上限があることになる。以下の数値計算ではその最大

値を l 4max = とした。 この位相シフト ( )Eld を用いて、 l 0= の場合の散乱確率

( ) [ ]sin expt E l l1 = d d を計算した結果を図４に示す。他の方位量子数に対する計算の結果は、

実部、虚部とも低エネルギーの領域でエネルギーと共に変化するが、エネルギーが高くなると

単調に増加または減少している。絶対値は１より小さい。
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図３ Si原子の位相シフト ( )Eld



３－２　グリーン関数 ( )G Elml ml l

(14) で定義したグリーン関数Glml ml lは、 ( )D R Rlml m k j-l l を格子点の位置に依存する項だけを

まとめて書き直す（Appendix A）。

（21）

（22）

（23）

（22）の ( , )F E Rl m km m は入射エネルギーE、および格子（原子の位置座標）に依存する。運動学的

回折散乱モデルにおける構造因子、格子因子に対応するものである。ここで、位相項

[ ( )]exp ik R R// k j0 : - に現れる k //0 は、原子面への入射電子の波動ベクトル k gの平行成分 k //g

と k k G// //g 0= + で結びつく関係にある。このことは、波動ベクトル k gが結晶内のベクトル

で、k //0 は結晶外部（真空中）の波動ベクトルk0の平行成分であることを示す。 ( )C l m l mlm m m l l は

Clebesch-Gordan係数 ( )B l m l ml m m l l 17）に比例する。方位量子数および磁気量子数m m m 0- + =l m 、

l l l even+ + =l m 、 l l l l l# #- +l m l mの条件を満たす時のみ、 ( )B l m l ml m m l l すなわち ( )C l m l mlm m m l l は

値を持つ。その結果、 Fl mm mはm l even+ =m m の条件の時の値が必要になる 18）。またGlml ml lは

l l m m even+ + + =l l のときに値を持つことになる。このことは、 l m+ 、 l m+l lがevenまたは

oddの時にGlml ml lは値を持つことを示す。図５に ( )F E20 の入射エネルギー依存性（エネルギー

領域は最大500eV）および格子依存性を示す。１回散乱を扱う運動学的回折散乱モデルでは、

これに相当する物理量は入射エネルギーに対してなだらかに減少する19）が図５はエネルギーが

増加すると共に激しく変動している。最隣接原子の数の多い六方格子の ( )F E20 の値が大きく、

対称性の悪い斜方格子のそれは小さい。他の（l mm m）の組に対して行った計算でも同様な結果
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図４ 散乱確率のエネルギー依存性（方位量子数 l＝０）



を得た。

（21）に示すようにグリーン関数Glml ml lは、Fl mm mに ( )C l m l mlm m m l l を掛けて求める。グリーン関

数Glml ml lは lmをcolumnに l ml lをrowとする正方行列である。計算したマトリックスのサイズは

( )l 1 25max
2

+ = である。この25 ×25の成分を持つ行列は l m+ がevenおよびoddの小さな正方

行列、15×15、10×10の２つの正方行列に分解できる。図６は分解された10×10の正方行列

の成分の中で値を持った行列成分に○をつけている。格子の形状は正方格子の場合であ

る。 l l- l が偶数であり、かつ m m- l が４の整数倍の時にのみマトリックスの成分は値を持

っている。 入射波動ベクトルk gの平行成分k //g はすでに述べたようにk k G// //g 0= + の関係を満

たすが、k 0//0 = の条件で数値計算を行っているので、（22）に於いてのFl mm mは ( )h k R R
( )

l k j
1

-m 、
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図５ ( )F E20 のエネルギー依存性および格子依存性　 l m even2 0+ = + =m m

図６ l m+ 、 l m+l l がODD の時の正方行列



( )exp im R Rk j
- z -m の２つの項を考えれば良いことになる。

正方格子では原子kに対して等しい距離にある原子、すなわち R Rk j- が一定であれば、方

位角はそれぞれ R Rk j
z - 、 2R Rk j

+z r
- 、 2

2
R Rk j

+z r
- 、 2

3
R Rk j

+z r
- の値をとる。mmが４の整数

倍であれば指数項 ( )exp im R Rk j
- z -m は必ず正の値を、その格子和を取ればFl mm mは大きな値をと

る、すなわち強め合うことになる。図７のグラフは横軸が入射電子のエネルギー、縦軸がグリ

ーン関数Glml ml lの絶対値を表す。特徴的なことは lと l lが異なるときに比べて、mlとmが異なる

ときの方がGlml ml lの絶対値のエネルギー依存性が変わることである。他のブラヴェ格子に対し

ても計算を行った。その結果、（ lm l ml l）の間に以下の表に示す関係を得た。方位量子数につ

いては格子の形状に関係なく、常に偶数の変化をする散乱波のみが原子面内で生じている。磁

気量子数については、nlを整数として、２回対称性を持つ格子（長方格子、面心長方格子、斜

方格子）では2nl、４回対称性を持つ格子（正方格子）では4nl、６回対称性を持つ格子（六方

格子）では6nlで表される整数だけ変化する散乱波のみが、原子面内でそれぞれ生じている事

が分かる。また、最近接原子が多く存在する格子の方が、つまり最近接原子の多い六方格子
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図７ Glml ml lの絶対値の入射エネルギー依存性（正方格子）

表 Glml ml lに於ける方位量子数、磁気量子数の選択則



が、Glml ml lの絶対値が大きな値を示していた。

３－３　回折マトリックスM g gl

３－２で求めた格子に依存する ( )G Elml ml l の値は、図７に示すように入射エネルギーの変化に

より変動する。（17）で定義されたように ( )G Elml ml l は散乱確率 ( )t El をかけて散乱マトリック

ス ( )X Elml ml l としている。散乱確率 ( )t El のエネルギー依存性は図４に示すように ( )G Elml ml l の依存

性比べて小さいので、 X lml ml lの入射エネルギー依存性は ( )G Elml ml l にほぼ等しい。回折マトリッ

クス M g gl は（2 0）で示すように X lml ml lには X1
1

lml m
-

l l

d n という形で依存する。しか

し、 <X 1lml ml l であることからM g gl の入射エネルギー依存性は大きく変わる。エネルギー領域

が300eV以上ではほとんど一定値でかつ小さな値になっている。図８－１は g＝（00）回折ビ

ームが、正方格子の原子面に入射したときの反射あるいは透過する gl＝（00）回折ビームの原

子面回折マトリックスM g gl である。図８－２は gl＝（21）回折ビームのM g gl である。太線はそ

の絶対値を表す。絶対値は１枚の原子面による回折ビームの強度となる。ほぼ25eV 近くで回

折ビームが観測されている。さらに、図８－１では50-60eV 近くに小さなピークが現れること
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図８－１ 回折マトリックスM ,00 00 （正方格子）

図８－２ 回折マトリックスM ,21 00 （正方格子）



を示している。

図９－１、図９－２は g＝（00）回折ビームが、正方格子の原子面に入射したとき反射ある

いは透過する gl＝（00）、（10）、（20）、（22）、（30）、（31）の回折マトリックスM g gl の絶対値

（回折スポットの強度）のエネルギー依存性を求めたものである。やはり低エネルギー領域

25eVおよび60eVのみに回折ビームが強度をもつ。図10はSi (100) から測定した回折スポット

（00）の強度・エネルギー曲線と数値計算値 M 0000 との比較を行った。実験データには２種類

あり、実線は清浄な表面からのデータで点線は表面に欠陥（不純物の付着を含む）のある試料

からのデータである。矢印の回折ビーム（約73eV, 173eV）は原子面層間の干渉に起因するビ

ームである。回折ビームのエネルギー幅が他の回折ビームより狭い。ただし各原子面での散乱

は１回だけの散乱を引き起こしている20）。太線は今回の数値計算の結果である。実験との比較

から25eV、50eV付近のピークが表面１枚の原子面からの多重散乱効果によることを示してい

る。
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図９－１ 回折マトリックスの絶対値 M g gl （正方格子）

図９－２ 回折マトリックスの絶対値 M g gl （正方格子）



４　結論と今後の課題

本論文では、一つの原子のポテンシャルが球対称ポテンシャル（マフィン・テインポテンシ

ャル）であると仮定した上で、電子波の１回散乱から議論を始めて、格子を組んだ原子面によ

る電子波の多重散乱現象を球面波を用いて行い、面回折マトリックスを導出した。

一枚の原子面内で起こる電子波の多重散乱過程に於いて、個々の原子間（格子間）での波の

伝播を表すグリーン関数はブラヴェ格子の対称性に対応して、方位量子数、磁気量子数の遷移

則が決まると言う結論が得られた。方位量子数については、格子の形状に関係なく、常に０を

含めて２の倍数の変化をする散乱波のみが原子面内で生じている。磁気量子数については格子

の形状に依存し、それぞれ０を含めて、格子の形状が２回対称であれば２の倍数、４回対称で

あれば４の倍数、６回対称であれば６の倍数の変化をする散乱波のみが原子面内で生じている。

式の上ではClebesch-Gordan係数 ( )B l m l ml m m l l が値を持つ条件になる。これらの条件を満たさな

い部分波の伝播は原子面内には存在していないことを示した。

さらに面回折マトリックスによる回折スポットは、低エネルギー領域においてのみ現れるこ

とが明確になった。しかも格子に依存しないピークとして常に約25eV付近に現れている。こ

のことは、われわれの実験事実に対応している。その一方で１枚の原子面内だけの多重散乱と

異なる回折スポットが現れている。実験結果と一致しない点がおおくあるが、その原因のひと

つは原子層間の効果をモデルで取り入れていないためである。今後原子面を２層以上を考えた

モデル、さらに２層以上の原子面を考えるときに、１枚目と２枚目の原子面上で原子位置が表

面に平行にずれていること（registry）、表面層近くでの層間の距離が異なることも考慮したモ

デルを作らなければならない。このようなモデルの改良、計算プログラムの改良を試みること

により、実験データをより正確に説明できると考える。現在、そのプログラムの作成作業が進

行中である。
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図10 Si（100）の（00）スポット強度と回折マトリックスによる強度



Appendix A

R jからのoutgoing wave ( ) ( )Wh k Yr R
( )

l j lm r R
1

j
- - はr Rk- を変数とする球ベッセル関数と

球面調和関数の積 ( ) ( )Wj k Yr Rl k l m r Rk
- -l l l で表せる。このことはR jのまわり球面波はRkへの

平面波展開できることを意味する。 ( ) ( )Wh k Yr R
( )

l j lm r R
1

j
- - は次の積分で表せる４）。

（Ａ－１）

積分を複素数平面で行うが r R R Rj k j#- - の条件で積分値は収斂する。その結果次のよう

になる6, 21）。

（Ａ－２）

（Ａ－３）

（Ａ－４）

Dlml ml lはClebesch-Gordan係数 ( )B l m l ml m m l l で表せ、R Rk j- に依存する項すなわち格子の形状に

依存する量と係数に分けて表すことができる。

Appendix B

( ) ( )Wh k Yr R
( )

l i lm r R
1

i
- - の項を（Ａ－１）の平面波（積分表示）に変えて、原子面に垂直な

成分についてまず積分する。さらに、Riは２次元の格子ベクトル m mR a ai 1 1 2 2= + （a1とa2は

格子の基本ベクトル、m1、m2は正負の整数）であること、Gは２次元逆格子ベクトル

h kG a a* *
1 2= + （ a*

1と a*
2は逆格子空間の基本ベクトル、hと k は正負の整数）とすれば、

[( ) ] [( ) ]exp expk k R k k G Rg i g i: :- = - - が成立することを利用する。さらに格子和
i
Rを原子

面上の積分 W
dxdy# に変える。Wは２次元基本単位格子の面積 a a1 2# である。その結果次式を

得る。k g lに於けるg’ は逆格子ベクトル空間の任意の格子点（h, k）意味する。
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