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同相群の総合的研究

福　井　和　彦＊

牛　瀧　文　宏†
阿　部　孝　順‡

研究要旨

　近年，同相群（微分同相群，リプシッツ同相群）や写像の構造について，特に代数的観点および位

相的観点から研究を行ってきている。ここでは，最近得られた［8］，［12］の概要を述べる。

　［8］においては，Rnに有限群が作用している場合，コンパクトな台を持つ同変   微分同相写像

のなす群の 1次元ホモロジー群について考察している。ここで，群 Gの 1次元ホモロジー群 H1のなす群の 1次元ホモロジー群について考察している。ここで，群 Gの 1次元ホモロジー群 H1のなす群の 1次元ホモロジー群について考察している。ここで，群 Gの 1次元ホモロジー群 H（G） 

は Gの交換子部分群による商群として定義される。すなわち，H1は Gの交換子部分群による商群として定義される。すなわち，H1は Gの交換子部分群による商群として定義される。すなわち，H（G）＝G／［G，G］である。

　［8］の主定理は次の通りである。

　Gを有限群，Mを連結 ，G-多様体とする。 でコンパクトな台をもつ G-同変なイソト

ピーによって恒等写像にイソトピックなMの G-同変 微分同相写像全体の群を表す。Rnを G-

表現空間，（Rn）Gを Rnの不動点集合とする。また，Z（G）を G-表現空間 Rnの G-不変な自己同型群，

すなわち，Z（G）＝｛A∈ GL＋（n , R）―A・g＝g ・A（g ∈ G）｝である。Z（G）0 をその単位元を含む

成分とする。

　このとき，次の主定理を得た。

定理 A

⑴  dim（Rn）G＞0 なら，  は完全群である。すなわち，H1 は完全群である。すなわち，H1 は完全群である。すなわち，H（ ）＝～0.

⑵  dim（Rn）G＝0 なら，H1＝0 なら，H1＝0 なら，H（ ）＝～H1H1H（Z（G）0）.

定理 Aの証明の概略を述べる。

　写像Φ : →GL＋（n, R）をΦ（ f）＝df（0） で定義する。

　このとき，

　　  　　 　Φ: → Z（G）0
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は全射準同型である。完全系列

　　  　　 　

より，次のホモロジー群に関する完全系列を持つ：

　　  　　 　
したがって，定理を示すには

　　  　　 　

を示せばよい。先ず，G が Rn に半自由に作用している場合を考えよう。このとき，次の命題を得る。

命題 A1　

証明　任意の f∈ kerΦと，x∈ Rnに対して Lc（x）＝cx（ 0 ＜ c＜ 1）で定義される縮小写像 Lc∈

Z（G）0 をとる。合成写像 f◦Lcの微分を考えると，d（f◦Lc）（0）＝cIn）（0）＝cIn）（0）＝cI  が成り立つ。ここで，In が成り立つ。ここで，In が成り立つ。ここで，I  は単

位行列。

　このとき，d（f◦Lc）（0）は Sternberg（The structure of local homeomorphisms, II, Amer. 

Jour. of Math., 80 （1958））の条件（ I）と（II）を満たしている。したがって， ∈ D∞（Rn , 0）が

存在して 0の近傍で等式 ◦f◦Lc◦ －1＝Lc を満たす。

　ここで，Rは一般に G-同変でないが d （0）＝In（0）＝In（0）＝I を満たしていることに注意する。

　x∈ Rnに対して，  （ここで，―G―は Gの位数）とおくと 
  
：Rn→ Rnは

C∞ 微分可能で原点 0を保存している。 0での の微分をとると

　　  　　 　

したがって， は 0の近傍で C∞-微分同相写像である。さらに， は G-同変になる。

　このとき， 0の近傍で

　　  　　 　

が成り立つ。したがって，Lc◦ ＝ ◦f◦Lcである。すなわち，f＝ －1◦Lc◦ ◦Lc
－1.

これは fが 0の近傍で［kerΦ， ］の元であることを示している。

　 0の近傍の外では G の作用は自由であるから，Thurstonの定理（Foliations and group of diff eo-
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morphisms, Bull. Amer. Math. Soc., 80 （1974））により，交換子の積で表すことが出来る。

　次に dim（Rn）G＞0 の場合を考える。このとき，Gは O（p）の有限部分群であり，Gが Rp＞0 の場合を考える。このとき，Gは O（p）の有限部分群であり，Gが Rp＞0 の場合を考える。このとき，Gは O（p）の有限部分群であり，Gが R に線形に

原点のみを孤立特異点に持つように作用しており，Rn  －pには自明に作用しているとしてよい。

定理 A2　このとき，  は完全群である。

　定理 A2　の証明には坪井の注意，Sternbergの定理および阿部―福井の手法を使う。詳細は省略

する。

定理 Aの証明は命題 A1，半自由な場合の証明および定理 A2 を帰納的に使って示す。

　Rn を次のように G の規約成分に分解する。

　　  　　 　

ここで，Viここで，Viここで，V は各々 G の規約表現空間，kiは正の整数である。このとき，HomG（Vi（Vi（V）を Vi）を Vi）を V の G-不変

な準同型写像のなす集合とすると，dimHomG（Vi（Vi（V）＝1， 2 ，または 4が知られている。したがって，

定理 Aより次を得る。

系 B

ここで，d2ここで，d2ここで，d  は dimHomG（Vi（Vi（V）＝2 を満たす Vi）＝2 を満たす Vi）＝2 を満たす V の数である。

　次に主結果たちの応用を述べる。

系 C Rnを位数 2の巡回群 Z2　の表現空間で原点のみを孤立特異点として持つとする。

このとき，

　証明は Z（Z2）0＝GL＋（n，R）から従う。

　n＝2 の場合を考える。このとき，G＝～Zk（k ＞－ 2）または Dℓ（ℓ＞－ 1）である。ここで，Zkは位

数 k の回転群，Dℓは位数ℓの二面体群である。このとき，

系 D
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証明　G ＝～Z2 の場合は系 Cから従う。G ＝～Zn（n ＞－ 3）の場合，Z（G）0＝～R×SO（2），したがって

H1H1H（ ）＝～R×SO（2）。G＝～D1 の場合，定理 A（1）からしたがう。G＝～Dℓ（ℓ＞－ 3）の場合，Z（G）0

＝～Rであるから，H1であるから，H1であるから，H（ ）＝～Rが従う。

軌道体への応用

　D∞（M）を C∞-軌道体Mのコンパクトな台を持つイソトピーにより恒等写像にイソトピックな C∞-

微分同相写像からなる群とする。

定義 E　点 p∈Mが孤立特異点であるとは Gpが Rnの開集合 U～pUpU に p～のみを孤立特異点をもつよう

に作用しているときをいう。ここで，U～pUpU は pによりMの座標近傍に対応し，pipip（p（p（～）＝pである。～）＝pである。～

　このとき，上記主定理たちから次の定理を得る。

定理 F　Mを C∞-軌道体，p1，…，  pkをMのすべての孤立特異点とする。このとき，

　　  　　 　

コンパクト・ハウスドルフ葉層構造への応用

　（M，F）を C∞ 葉層構造とする。D∞（M ，F） （DL
∞（M， F））で葉層（葉）を保ちコンパクトな台を

持つMの C∞ 微分同相写像の群の連結成分とする。

　先ず最初に坪井，Rybickiによる次の定理をあげる。

定理 G　DL
∞（M，  F）は完全群である。

　ここでは，コンパクト・ハウスドルフ葉層構造に対する D∞（M ，F）の 1次元ホモロジー群を考察

する。余次元 qのコンパクト・ハウスドルフ葉層構造には Epsteinによる次のような構造定理がある。

定理 H　Fを余次元 qコンパクト・ハウスドルフ C∞ 葉層構造とする。このとき，一般葉 L0 が存在

して以下を満たす：

　任意の葉 Lに対して，充満な L の近傍 U（L） と O（q） の有限部分群 G（L） が存在して L0×G（L）Dq

と U（L）は葉層を保つ C∞ 微分同相写像により微分同相である。

定義 I　Fの葉 L が特異葉であるとは G（L）が非自明なときをいう。特異葉 Lが孤立特異葉である

とは G（L）の Dq への作用が原点のみを孤立特異点として持つときをいう。

定理 J　FをMのコンパクト・ハウスドルフ葉層構造とする。L1，…， Lkを Fのすべての孤立特異

葉とする。このとき，
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　余次元 1の場合を考える。

定理 K　F をM の余次元 1コンパクト葉層構造とする。

⑴　Fが横断的向き付け可能であるなら，D∞（M，F）は完全群である。

⑵　Fが横断的向き付け不可能であるなら，H1⑵　Fが横断的向き付け不可能であるなら，H1⑵　Fが横断的向き付け不可能であるなら，H（D∞（M，F））＝～R× R.

　次に余次元 2の場合を考える。

定理 L　F をM の余次元 2コンパクト葉層構造とする。

　F が n1 個のホロノミー Z2 をもつ特異葉，n2 個のホロノミー ZpZpZ（p ＞－ 3）をもつ特異葉，n3 個のホ

ロノミー D2 および n4 個のホロノミー Dr（r ＞－ 3）をもつ特異葉をもつと仮定する。このとき，
　　  　　 　

　次に［12］の概要を述べよう。

　M，N をリプシッツ多様体，CLIP　M，N をリプシッツ多様体，CLIP　M，N をリプシッツ多様体，C （M，N）をリプシッツ写像の空間とする。位相はコンパクト開

リプシッツ位相が入っているとする（［2］，［3］）。このとき，次の定理を得た。

定理M　Mがコンパクトのとき，リプシッツはめ込み，埋め込みおよび沈め込みの集合は

CLIPCLIPC （M，N）の中で開集合である。

注意 N　Mがコンパクトでないとき，定理Mは成り立たない。

　定理Mの系として次の定理が成り立つ。これは所謂“逆写像定理”のリプシッツ版である。

定理 O　HLIP　HLIP　H （M）でMのリプシッツ同相写像の集合とする。Mがコンパクトのとき，HLIP（M）でMのリプシッツ同相写像の集合とする。Mがコンパクトのとき，HLIP（M）でMのリプシッツ同相写像の集合とする。Mがコンパクトのとき，H （M）は

CLIPCLIPC （M，N）の中で開集合である。

　次にMがコンパクトでないときを考察しよう。

　リプシッツ写像の空間 CLIP　リプシッツ写像の空間 CLIP　リプシッツ写像の空間 C （M，N）のリプシッツ強位相を入れると定理Mと同じ結果を得る。

定理 P　Mがコンパクトでないとき，リプシッツはめ込み，埋め込みおよび沈め込みの集合はリプ

シッツ強位相の下で CLIPシッツ強位相の下で CLIPシッツ強位相の下で C （M，N）の中で開集合である。
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研究集会

　平成16年12月21日（火），22日（水）の 2日間，本研究に関する情報交換やさらなる発展を目指し

て，「同相群とその周辺」と題して研究集会を本学理学部（ 2号館）会議室で開催した。他大学等か

ら23名の参加者を得， 9つの講演に対して活発な議論が重ねられた。どの講演も我々にとって有益な

ものであったが，特に浅岡氏，松岡氏の同相写像に対する最近の話題についての講演は興味深かった。

また，森氏や中居氏，松田氏の意欲的な研究には刺激されるものがあった。坪井氏，矢ケ崎氏，三松

氏の講演は我々の研究と密接に関連していて有益な暗示が得られた。今後の発展が期待される。

　以下，プログラムを記す。

「同相群とその周辺」
日時平成16年12月21日（火），22日（水）

場所京都産業大学理学部（ 2号館）会議室（ 3階）

プログラム
12月21日（火）

午前　座長：福井　和彦（京都産業大学）

9：50 - 10：50　浅岡　正幸（京都大学）

　Newhouse領域の genericな力学系の性質について

11：10 - 12：10　松岡隆（鳴門教育大学）

　不動点の分岐における分枝の位相的性質について

午後　座長：阿部　孝順氏（信州大学）

13：30 - 14：30　矢ヶ崎　達彦（京都工芸繊維大学）

Homotopy types of groups of measure-preserving homeomorphisms on noncompact 2-mani-

folds

14：50 - 15：50　森　淳秀（大阪大学）

　接触埋め込みについて

16：10 - 17：10　三松　佳彦（中央大学）

　保体積微分同相の無限小流

12月22日（水）

午前　座長：浅岡　正幸氏（京都大学）

9：50 - 10：50　松田　能文（東京大学）

　Groups acting on the circle without fi xed points

11：10 - 12：10　中居　功（お茶の水大学）・柳井　佳奈（お茶の水大学）

　Quest for relations in Diff （C, 0）
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午後　座長：伊藤　敏和氏（龍谷大学）

13：30 - 14：30　阿部　孝順（信州大学）・福井　和彦（京都産業大学）

　可微分軌道体の微分同相群の構造とその応用

14：50 - 15：50　坪井　俊（東京大学）

　実解析的微分同相群の完全性について

　また，平成16年 8月22日（日）から24日（火）の 3日間，本プロジェクトの一貫として龍谷大学の

伊藤敏和氏と共同で，「海山微分トポロジー」と題して研究集会を三重県海山町の長浜集会所で開催

した。他大学等から10数名の参加者を得，10の講演に対して活発な議論が重ねられた。どの講演も

我々にとって有益なものであった。

　以下，プログラムを記す。

「海山微分トポロジー」
日時　平成16年 8月22日（日）― 24日（火）

場所　長浜集会所  : 三重県北牟婁郡海山町引本浦長浜

プログラム
8月22日（日）

15：00 - 16：30　矢ケ崎　達彦（京都工芸繊維大学）

Homotopy types of groups of measure-preserving homeomorphisms of noncompact

2-manifolds

17：00 - 18：00　福井　和彦（京都産業大学）

同変微分同相群について

8月23日（月）

9：00 - 10：30　森　淳秀（大阪大学）

組みひもをなす 3次元接触多様体

10：40 - 11：20　大久保　範彦（大阪大学）

5次元トーラス上の接触構造の新しい構成法

11：30 - 12：10　中西　靖忠（岐阜経済大学）

Introduction to Nambu Lie groups

14：30 - 16：00　足助　太郎（東京大学）

複素二次特性類の無限小微分の構成について

16：30 - 18：00　坪井　俊（東京大学）

実解析的同相群について
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8月24日（火）

9：00 - 10：20　佐藤　肇（名古屋大学）

多変数のシュワルツ微分と微分方程式

10：30 - 11：30　篠原　知子（都立高専）・山岸　義和（龍谷大学）

2変数緩和ニュートン法で重根に対して速く収束する初期値

11：40 - 12：40　伊藤　敏和（龍谷大学）

複素ロジスティック方程式の経済学への応用
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